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Prdlogo

Estas notas son el fruto de varios afios de docencia impartiendo la asignatura Matemdticas III, de la
titulacién en Ingenieria Industrial de la Universidad de La Rioja. El contenido de esta asignatura trata sobre
la Matemdtica Discreta, la parte de las Matemaéticas dedicada al estudio de las conjuntos discretos.

Para precisar el concepto de «discreto», sin entrar en definiciones rigurosas, podemos consultar el diccio-
nario de la Real Academia de la Lengua Espafiola. Aqui encontramos que una cantidad discreta es aquella
que consta de unidades o partes separadas unas de otras, como los arboles de un monte, los soldados de
un ejército, los granos de una espiga, etc. Lo discreto puede verse como lo contrario a lo continuo, que el
diccionario nos define de la siguiente forma: una cantidad continua es la que consta de unidades o partes que
no estan separadas unas de otras, como la longitud de una cinta, el area de una superficie, etc. Dicho de otro
modo, lo discreto se puede contar y lo continuo se puede medir. Hablamos de contar el ntimero de soldados,
pero no de contar la longitud de una cinta. Lo mismo se diria a la inversa, hablamos de medir la longitud de
una cinta, pero no de medir el nimero de soldados. Aunque medir surge de una generalizacion del concepto
de contar, entendemos cosas distintas. Al medir presuponemos que se puede obtener cualquier valor, pero no
al contar.

Asi, ligado al concepto de discreto aparece el conjunto de los nimeros naturales, N = {1,2,3,4, ...}, cuyos
elementos nos resultan familiares;, ya que van asociados a la idea de contar. Podriamos contar un nimero
finito de cosas, pero también un ntmero infinito de ellas. Podemos hablar entonces de un infinito asociado a
los nimeros naturales, que se llama infinito numerable, a diferencia de otros infinitos como el de los ntimeros
reales R. Para aclarar un poco mas esta idea podemos pensar en la representacién de los niimeros reales
como los puntos de una recta. Una caracteristica de este conjunto de ntiimeros es que no existen huecos entre
ellos, entre dos nimeros reales cualesquiera existe una infinidad de niimeros reales. Sin embargo, los niimeros
naturales estan uniformemente espaciados en esa imaginaria recta. Por ejemplo, entre el 1 y el 2 hay un salto
de una unidad y no existen otros niimeros naturales comprendidos entre ellos. Esta es la diferencia entre los
nimeros naturales N y los nimeros reales R, entre las Matematicas de lo discreto y las Matemaéticas de lo
continuo, entre la Matemética Discreta y el Calculo.

La Matematica Discreta engloba varias disciplinas: légica proposicional, algebra de Boole, combinatoria,
teoria de conjuntos, estructuras algebraicas, teoria de autématas finitos, grafos y arboles, etc. Aunque estas
areas no formaban un cuerpo estructurado, el auge de la informatica y todo lo relacionado con los procesos
digitales, han convertido a la Matematica Discreta en una las ramas de la Matemaética de mas interés. Prueba
de ello es que aparece en la mayoria de los planes de estudio de las ensefianzas de Matematicas e Ingenieria.
Otros indicativos que dan fe de la vitalidad de la Matematica Discreta es el nimero de publicaciones recientes
(en papel o digitales) sobre cualquiera de las disciplinas citadas anteriormente o la amplitud y variedad de
sus aplicaciones. Como muestra, se pueden consultar las paginas dedicadas a la Matematica Discreta en
la enciclopedia virtual Wikipedia, [26], [27] o la correspondiente pagina del proyecto MathWorld, [28], o
cualquiera de las numerosas referencias y enlaces que en ellas aparecen.

Las notas que presentamos a continuacién sirven de iniciaciéon a algunas de las ramas englobadas dentro
de la Matematica Discreta, fundamentalmente las técnicas para contar y la teoria de grafos y arboles. Somos
conscientes de que el texto es incompleto pues no incluye algunos temas tan atractivos como la aritmética
modular y sus aplicaciones en criptografia. No obstante, la seleccién de temas incluidos en este libro tiene
gran interés y numerosas aplicaciones. Ademds, se ha pretendido escribir un texto autocontenido y que no
requiera al lector de conocimientos matematicos profundos. Se ha hecho un esfuerzo por presentar los temas
de forma sencilla, pero rigurosa. Cada capitulo comienza introduciendo los resultados teéricos, salpicados de
numerosos ejemplos. Ademas, cada capitulo tiene un apartado con problemas resueltos y, como en cualquier
libro de Matematicas, al final de cada tema hay una coleccién de problemas propuestos.

El capitulo inicial tiene por objeto introducir las nociones bésicas de la Aritmética. En concreto, se
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presentan los niimeros enteros y sus propiedades elementales. Aunque se comienza con conceptos realmente
basicos, se obtienen resultados y aplicaciones que ya no resultan evidentes, como la demostraciéon por induccién
o las consecuencias que se deducen del algoritmo de la divisién, como por ejemplo la resolucién de ecuaciones
diofanticas.

En el segundo capitulo se hace un repaso a la combinatoria, con los principios bésicos de enumeracién
y las técnicas més cldsicas (variaciones, combinaciones, permutaciones, etc.). Una parte importante de este
capitulo es la amplia coleccién de problemas, tanto resueltos como propuestos, que el lector puede encontrar.

En los capitulos tres y cuatro se presentan técnicas de enumeracién més elaboradas, como las basadas
en funciones generadoras y relaciones de recurrencia. Su aplicacién més inmediata es la construccion de
algoritmos para resolver de manera eficaz numerosos problemas, como pueden ser los de clasificacién y
biisqueda [13, 16, 17].

El capitulo quinto comienza con una introduccién a la terminologia y a los elementos basicos de la teoria
de grafos. Contiene también alguno de los problemas clasicos de dicha teoria, como la existencia de circuitos
eulerianos o ciclos hamiltonianos, los grafos planos y sus aplicaciones, o la coloracién de grafos.

Finalmente, en el capitulo seis, se analizan los arboles, un tipo particular de grafos con una estructura
particularmente simple y para los que existen resultados especificos, no aplicables a un grafo en general. A
pesar de su aparente sencillez, los drboles tienen un gran nimero de aplicaciones, que van desde los algoritmos
de busqueda y clasificacion de la informacién hasta problemas de optimizacién en investigacién operativa.

En cuanto a las referencias, no hemos pretendido dar un listado exhaustivo de textos relacionados con
la Matematica Discreta. Como hemos comentado anteriormente, se trata de una extensa y activa rama de
las Matematicas, donde podemos encontrar tanto textos clasicos, publicaciones de divulgacién o articulos
de investigacion. La bibliografia que hemos incluido al final del texto ha sido seleccionada simplemente
por nuestra experiencia personal: son los libros que hemos manejado para preparar e impartir las clases. En
cuanto a los libros clésicos, que podrian considerarse como libros de texto para seguir un curso de Matematica
Discreta, podemos destacar los de Biggs [2], Foulds [8], Garcia Merayo [10], Grimaldi [14], Kalmanson [15],
Rosen [23] o Tucker [24]. Hemos citado también otras publicaciones, més enfocadas a apoyar la docencia
relacionada con la Matematica Discreta, como [4], [6], [9] o [11].

Las referencias electrénicas que hemos incluido son una pequena muestra de lo que el lector puede encon-
trar por su cuenta buscando en Internet. Una lista mas amplia de referencias electrénicas puede encontrarse
en [9].

Por 1ltimo no debemos olvidarnos de aquellas personas que de un modo u otro han contribuido a que estas
notas sean una realidad. Especialmente Mari Carmen Minguez, cuyas notas manuscritas de la asignatura de
Matemaética Discreta para la Licenciatura en Matematicas han sio el embrion de lo que aqui se presenta.
Juan Luis Varona, por sus sugerencias y su inestimable ayuda en la resolucién de problemas relacionados
con el INTEX. José Luis Ansorena, Manuel Bello, Oscar Ciaurri y Pilar Benito, quienes, sin saberlo, han sido
fuente de inspiraciéon para alguno de los problemas que se incluyen. Finalmente, el resto de companeros del
Departamento de Matemaéticas y Computacién por hacer nuestro trabajo agradable.

Los autores

Logrono, julio de 2010
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Capitulo 1

Aritmética elemental

1.1. Introduccion

Contar y calcular son actualmente dos actividades que forman parte del quehacer cotidiano de cualquier
persona. Sin embargo, el origen de estas actividades, se pierde en la historia de los tiempos, al igual que
ocurre con el origen de los nimeros, la principal herramienta para contar y calcular. Ha sido necesario el
esfuerzo de muchisima gente, junto con siglos de pruebas, dudas y descubrimientos para que los sistemas de
numeracion que empleamos se hallan afianzado. En la actualidad, los niimeros forman parte del patrimonio
cultural de las personas y, con mayor o menor profundidad, todo el mundo tiene una idea de qué son los
numeros y para qué se utilizan.

Ahora bien, desde un punto de vista matematico, nos encontramos con que hay diversos tipos de ntimeros,
cada uno de ellos, con peculiaridades propias. Asi, entre los conjuntos de nimeros que se usan con mas
frecuencia estan:

1. Los nidmeros naturales. Se denotan con el simbolo N y son los que se pueden usar para contar los

elementos de un conjunto:
N=1{1,2,3,4,5,...}.

Algunos autores consideran los niimeros naturales como el conjunto
N={0,1,2,3,4,5,...}.

De hecho, ésta es la definiciéon que incluye el diccionario de la Real Academia Espanola. La inclusién
del cero dentro de los niimeros naturales es, por tanto, una cuestién de criterio no universalmente
establecida.

2. Los numeros enteros. Son una extension de los niimeros naturales, que incluye a los nimeros negativos
y, ahora sin lugar a dudas, al cero:

Z={..,-3,-2,-1,0,1,23,...}.

3. Los ndmeros racionales. Un nimero racional es un cociente de dos ntimeros enteros con denominador
distinto de cero. Al conjunto de los niimeros racionales se le denota con el simbolo Q.

4. Los numeros reales, R. De una manera intuitiva, podemos identificar los niimeros reales con los puntos
de una recta sin principio ni final. Un nimero real x admite una expresion decimal de la forma x =
n.dydads . .. donde n es un niimero entero y cada d; es un elemento del conjunto {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}.
La sucesion de digitos didads . .. puede ser infinita y no se admite que a partir de una posicion aparez-
can infinitos nueves. Existen definiciones rigurosas del conjunto de los nimeros reales (construcciones
axiomdticas, por cortaduras de Dedekind, etc.) pero escapan a los contenidos de este curso.

El primer capitulo de este libro comienza con unas propiedades elementales de los niimeros enteros Z.
La mayoria de estas propiedades no requieren de ningin esfuerzo para su comprensién y sélo una, el cono-
cido como azxioma del buen orden, requiere de una dedicacién especial. Este principio es el que diferencia
béasicamente al conjunto de los niimeros enteros de otros conjuntos de niimeros como los reales.
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Aunque se parte de conceptos muy sencillos, se llega a la obtencién de resultados que ya no resultan
evidentes o al desarrollo de técnicas con un gran ntimero de aplicaciones. En concreto, se dan las bases
de la demostracion por induccién, que permite la prueba rigurosa de diversas férmulas. Entre las técnicas
desarrolladas, destaca el algoritmo de la divisién y sus interesantes aplicaciones como por ejemplo, la obtencion
del maximo comun divisor de dos nimeros enteros o la resolucién de ecuaciones diofanticas.

1.2. El conjunto de los nimeros enteros

El conjunto de los ntimeros enteros, Z, goza de una serie de propiedades que podemos dividir en dos tipos:
= Aritméticas: tienen en cuenta las operaciones suma (+) y producto (+).

» De orden: se deducen de la relacién <.

Propiedades aritméticas.

Pl.- a+by a-bson elementos de Z.

P2.- Paratodoa,b€Z,a+b=b+aya-b="b-a.

P3.- Para todo a,b,c € Z, (a+b)+c=a+(b+c),(a-b)-c=a-(b-c).
P4.- 30,1 € Z talqueVa € Z,a+0=a,a-1=a.

P5.- Para todo a,b,c € Z,a-(b+c)=a-b+a-c.

P6.- Para todo a € Z existe un tnico entero —a € Z tal que a + (—a) = 0.

P7-Sia#0ya-b=a-c=b=c.

Propiedades de orden.
P8.- a < a para todo a € Z.
P9.- Sia<byb<a, entonces a =b.
P10.- Sia <by b<c, entonces a < c.
P11.- Sia <b, entonces a + x < b+ x para todo = € Z.

P12.- Sia<by0<c¢, entoncesa-c<b-c.

A partir de las propiedades aritméticas y de orden se pueden deducir otras muchas propiedades que nos
son familiares, como las siguientes:

Ejemplo 1.1.- z -0 =0 para todo x € Z.

Podemos seguir el siguiente razonamiento:

z-(0+0)=uz-0, por la propiedad P4.

z-0+4+2-0==x-0, por la propiedad P5.

—2-0+(x-0+2-0)=—2-0+x-0=0, por las propiedades P4y PG6.
(—2-0+x-0)+2-0=0+2-0==x-0=0, por las propiedades P2, P3, P4y P6. ]

Ejemplo 1.2.- Sia < b, entonces —b < —a.

El razonamiento ahora es como sigue: a < b = a+ (—a —b) < b+ (—a — b), por la propiedad
P11. Aplicando las propiedades aritméticas P2, P3, P4y P6 resulta —b < —a. [
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Estas 12 propiedades no sélo las verifican los niimeros enteros. También se cumplen para los niimeros
racionales Q y reales R. ;Qué es, entonces, lo que diferencia a los nimeros enteros del resto de nimeros?
La diferencia radica en una propiedad que se conoce como principio o axioma del buen orden. Antes de
enunciarlo, veamos un par de definiciones.

Definicién 1.1.- Sea X C Z un subconjunto de nimeros enteros. Decimos que b € Z es una cota inferior de
X sib <z para todo x € X. Entonces decimos que X es un conjunto acotado inferiormente.

Algunos conjuntos no tienen cotas inferiores, como el conjunto de los enteros negativos (Z7). Otros
conjuntos, como
{-18,-27,-26,—15,—5,5,15,24,19, 6,98, —23,0, 7}

si tienen cotas inferiores. Por ejemplo —40 lo es. Sin embargo, vemos que —27 es la mayor cota inferior, ya
que no se puede mejorar y, de hecho, pertenece al conjunto.

Definicién 1.2.- Una cota inferior b de un conjunto X tal que b € X recibe el nombre de minimo de X.

Ahora estamos en condiciones de enunciar la propiedad méas importante de los niimeros enteros, la que
los distingue de otros conjuntos de niimeros enteros como los racionales Q o los reales R.

P13.- Principio del buen orden. Todo subconjunto no vacio de Z acotado inferiormente tiene minimo.

Ejemplo 1.3.- El conjunto de nimeros racionales {1/n;n € N} C Q tiene cotas inferiores pero no tiene
minimo.

En efecto, basta con darse cuenta que 0 es la mejor cota inferior, pero no esta en el conjunto. Es
decir, este conjunto no tiene minimo. [

Esto nos proporciona una justificacién de la idea intuitiva de los nimeros enteros como un conjunto
de puntos regularmente espaciados en una recta que se extiende infinitamente en ambas direcciones. En
particular, nos dice que no podemos acercarnos a un entero mas y mas sin llegar a él. El hecho de que haya
huecos entre los enteros nos lleva a decir que Z es discreto y es esta propiedad la que da el nombre a la
Matemadatica Discreta.

Lo relevante del principio del buen orden no es sélo el hecho de que distingue el conjunto Z de otros
conjuntos de niimeros, sino que resulta de gran utilidad desde el punto de vista matemaético. Este principio
fundamenta distintas técnicas basicas, como la demostracién por induccién.

1.3. El principio de induccién matematica

La induccién matematica es una poderosa herramienta que permite demostrar cuando un conjunto infinito
de afirmaciones (tantas como nimeros naturales) se cumple. Intuitivamente, estd basado en una especie de
«efecto dominé», en el cual, si colocamos las fichas en fila de manera que si una de ellas cae, tira a la siguiente
y tiramos la primera ficha, entonces todas caen.

Teorema 1.1.- (Principio de induccién matemaética) Sea S C N un subconjunto de los nimeros natu-
rales tal que:

i) 1es.
i) Sik €S, entoncesk+1¢€ S.

Entonces S = N.

Demostracion. La demostracién se realiza por reduccién al absurdo. Supongamos que S # N,
entonces se cumple que

N\S={neN;n¢S}#0,
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es decir, hay elementos en N que no estdn en S. Puesto que N\ S es un conjunto de ntumeros
naturales, estd acotado inferiormente y, por el principio del buen orden, tiene minimo. Llamemos
a ese minimo mg. Notemos que mg ¢ S.

Es evidente que mg # 1, ya que por ), 1 € S. Por lo tanto mg — 1 > 1. Como, mq es el minimo
de N'\ S, entonces mo — 1 € Sy, por ii), mg € S. Esto es absurdo, pues tenemos que mg € S'y
mo ¢ S. En consecuencia, hemos partido de un supuesto falso, esto es, suponer que S # N. ]

La consecuencia inmediata del principo de induccién matematica deriva en una técnica para la demostra-
cién de proposiciones en las que aparece una variable n, que representa un nimero natural. De esta forma, si
la proposicién es cierta para n = 1 y si se supone cierta para un cierto k también lo es para k + 1, entonces
la proposicién es cierta para cualquier n > 1.

n(n + 1)‘

Ejemplo 1.4.- Prueba por induccion que 1 +2+3+---+n = >

En primer lugar debemos verificar la base de la induccion, esto es, que la férmula que debemos
probar es cierta para n = 1, es decir, cuando sélo hay un sumando. Pero esto es obvio, pues

1-(1+1)
2

1= =1.
Ahora tenemos que probar el paso inductivo, esto es, tenemos que ver que si la férmula se cumple
para n = k, también se cumple para n = k 4+ 1. En este caso, suponemos cierto que

k(k+1)

L2+ b =—0—. (1.1)

(k+1)(k+1+1),
5 7

iSe cumple entonces que 1 +2+---+k+ (k+1) =

Teniendo en cuenta (1.1), resulta

k(k+1
1+2+-~-+k+(k+1):(T+)+(k+l).

Operando llegamos finalmente a

k+1)(k+2
1+2+-~-+k+(k+1):%.
Luego la féormula también es cierta para n = k + 1 y, por el principio de induccién matematica,
es valida para cualquier n > 1. [

Es importante comprobar los dos pasos de la induccién matemética. A veces, se tiende a prescindir del
primer paso (la base de la induccién) y uno se centra sélo en el paso inductivo, que suele ser el més complicado.
Esto puede llevar a errores, como en el siguiente ejemplo.

n%4+n+2

Ejemplo 1.5.- Prueba que 1 +2+---+n = 5

Si prescindimos de la base de la induccién, y pasamos directamente al paso inductivo, probaremos
que si la férmula se cumple para un determinado k, también es cierta para k + 1. En este caso,
partimos de

kR Ek+2

1+2+4--+k 5

(1.2)
y queremos probar que

(k+1)2+(k+1)+2.

1+2+ - +k+(k+1)= 5
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Partiendo de (1.2) tenemos que

B+ Ek+2

L2+t ht (b +1) = —

+(k+1)
y operando llegamos a

(k:+1)2+(k:+1)+2.

1+24 - +k+(k+1) = 5

En resumen, el paso inductivo se cumple, pero no hemos verificado la base de la induccién. De
hecho, no se cumple y la formula no es cierta cualquiera que sea el valor de n. [

La base de la induccién no tiene por qué ser necesariamente n = 1, pudiendo ser cualquier entero ng tanto
positivo como negativo. Asi, como consecuencia del Teorema 1.1 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.2.- (Principio de induccién matematica generalizado) Sean {P,}, conn € N, un conjunto
de propiedades cuya certeza queremos probar. Si:

i) La propiedad es cierta para n = ng.
ii) i la propiedad es cierta para n =k también lo es para n =k + 1.

Entonces la propiedad es cierta para n > ng.

Ejemplo 1.6.- Demuestra por induccion que todo nimero mayor o igual que 8 puede escribirse como suma
de treses 1y cincos.

En este caso la base de la induccién es n = 8. Asi, se tiene
8=5+3

y, por tanto, la propiedad es cierta para n = 8.

Supongamos que la propiedad se cumple para un cierto niimero k, es decir, k se puede poner como
suma de treses y cincos. Esto quiere decir que existen a y b enteros mayores o iguales que 0 tales
que

k=a-3+0b-5.

Siendo esto cierto, jse puede poner k + 1 como suma de treses y cincos? Distiguiremos dos casos,
b>0yb=0.

Si b > 0 en la descomposicién de k tenemos por lo menos un 5 y podremos poner
k=a-34+((b—-1)-5+5.

Por lo tanto
k+1=a-3+(b-1)-5+46=(a+2)-3+(—-1)-5.

Si b = 0, tenemos que k es multiplo de 3, es decir k¥ = a - 3. Pero como k£ > 8, entonces k =
9,12,15,18, ..., lo que quiere decir que a > 3. De esta forma podemos escribir

k=(a—3)-349

y, en consecuencia

k+1=(a—3)-3+10=(a—3)-3+2-5.

Por tanto, si k cumple la propiedad también la cumple k + 1. Puesto que la base de la induccién
estd probada para n = 8, podemos concluir que todo ntimero mayor o igual que 8 se puede expresar
como suma de treses y cincos. ]
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1.4. Divisibilidad. El algoritmo de la division.

Una de las ideas mas clasicas en la teoria de ntimeros es la de divisibilidad, que establece cuando un
nimero entero a se puede dividir por otro entero no nulo b dando lugar a un resto cero. En esta seccién
analizamos el concepto de divisibilidad y otros relacionados con él, como nimero primo o maximo comun
divisor.

Definicién 1.3.- Sean a,b € Z con b # 0. Se dice que b divide a a, y se escribe bla', si existe ¢ € 7 tal que
a =1"b-c. Cuando esto ocurre, se dice que b es un divisor de a, que a es un miltiplo de b o que a es divisible
por b.

Ejemplo 1.7.- Prueba que n? + 3n es divisible por 2.
Basta ver que n? + 3n se puede factorizar y escribirse como
n? +3n = n(n + 3).

Si n es par, entonces el niimero resultante es divisible por 2. Si n es impar, entonces n + 3 tiene
que ser par y, por tanto, de nuevo el niimero resultante es divisible por 2. ]

Ejemplo 1.8.- Prueba que si d divide a n y ¢ divide al cociente n/d, entonces ¢ divide a n y d divide al
cociente n/c.

Como d divide a n, entonces existe k tal que n = k - d, por lo tanto n/d = k.

Por otra parte, como ¢ divide al cociente n/d se tiene que k = n/d = ¢ - k’. Por lo tanto n =
k-d=Fk -d-c. En consecuencia, ¢ divide a n. Ademds, como n/c = k' - d resulta que d divide al
cociente n/c. |

A partir de la definicién de divisibilidad, se pueden clasificar los ntimeros enteros positivos en dos clases.
Los que llamaremos ntimeros primos, y el resto, que llamaremos compuestos.

Definicién 1.4.- Un nimero natural p > 2 se dice que es primo st sus unicos divisores son 1 y p. Un nimero
natural que no es primo se llama compuesto.

Es interesante resaltar que, como consecuencia del principio del buen orden, si un ntimero es compuesto,
entonces existe un primo que lo divide. Existe ademéas un gran nimero de resultados y propiedades relaciona-
dos con los ntimeros primos. Entre ellos destacamos dos resultados atribuidos a Euclides ( siglo IV a. C.). El
primero asegura que el nimero de primos es infinito. El segundo, conocido como teorema fundamental de la
aritmética, establece que cualquier niimero entero positivo se puede escribir de manera tinica como producto
de ntimeros primos. Este tipo de resultados se enmarca dentro de una rama de las Matematicas conocida
como Teoria de Numeros.

A partir del concepto de divisibilidad llegamos a definir el mdzimo comin divisor de dos enteros a y b,
que denotaremos por m.c.d.(a,b).

Definicién 1.5.- Dados dos enteros a y b, decimos que d es el maximo comun divisor de a y b si cumple
i) d divide a a y d divide a b.
it) Sic divide a a y ¢ divide a b, entonces ¢ divide o d.
i) d > 1.

Definicién 1.6.- Si a y b son dos enteros con m.c.d.(a,b) = 1, diremos que los nimeros a y b son primos
entre si, o relativamente primos.

1Obsérvese que la notacién bla es parecida a la notacién b/a. Ahora bien, la segunda denota al cociente entre a y b mientras
que la primera indica que b es un divisor de a. En lo sucesivo emplearemos ambas notaciones por lo que habra que prestar
atencion para evitar confusiones.
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El principio del buen orden garantiza la existencia y unicidad del maximo comin divisor de dos niimeros.
Ademaés, podemos encontrar un algoritmo general que permite calcularlo. Este algoritmo se conoce como
Algoritmo de FEuclides y esta basado en el algoritmo de la divisién y en la siguiente propiedad derivada de la
divisibilidad.

Lema 1.3.- Si alb y alc, entonces a|(b-x + c¢-y), para x ey cualesquiera.
Demostracion. Como alb entonces b = k - a. Andlogamente, ¢ = k" - a. Por lo tanto
b-r+cy=k-ax+k-a-y=a-(k-z+k-y).
Es decir, a|(b -z +c-y). |

El conocido como algoritmo de la divisiéon es otra consecuencia relevante del principio del buen orden.
Aunque lleva el nombre de algoritmo, realmente es un resultado que establece como se realiza el proceso
de divisién de dos numeros enteros. A continuacién presentamos dicho algoritmo junto con alguna de sus
aplicaciones mas interesantes.

Teorema 1.4.- (Algoritmo de la divisién) Dados dos enteros a y b, con b > 0, entonces existen q,7 € Z
unicos tales que a =q-b+1r con 0 <r <b.

Demostracion. Si b divide a a, el resultado se sigue directamente, sin mas que tomar r = 0.
Supongamos, por tanto, que b no es un divisor de a. Consideramos el conjunto

S={a—tbt € Z,a—tb> 0}

Se prueba que S no es vacio, ya que si a > 0, entonces tomando ¢ = 0, se tiene que a € S. Por
otra parte, si a < 0, se toma ¢t = a — 1 para obtener que a — tb € S ya que

a—th=a(l—5b)+b>0.

Para probar esta tltima igualdad se tiene en cuenta que b > 0, por loque 1 —b <0y a(1—0) > 0.

Como S es un subconjunto de los ntimeros enteros positivos, esta acotado inferiormente, luego el
principio del buen orden garantiza la existencia de un minimo que denotamos por r y que sera de
la forma r = a — ¢gb para algtin g € Z. Entonces, si r fuera igual a b, se llegaria a que a = (¢ + 1)b,
lo que contradice el hecho de que b no es un divisor de a. Si r fuese mayor que b, es decir, r = b+c
para algin ¢ > 0, entonces se tendria que a — gb = r = b+ c. Por lo tanto, ¢ = a — (¢+ 1)b serfa un
elemento de S (pues ¢ > 0). Pero como ¢ < r, se contradice ahora el hecho de que r sea el minimo
de S. Como las situaciones r = b 6 r > b nos conducen a contradicciones, se sigue que r < b.

Hasta ahora hemos probado la existencia de un cociente g y un resto r tales que a = ¢b + r, con
r < b. Falta por probar ahora la unicidad de dichos valores. Supongamos que existen dos pares
(q1,71) v (g2, 72) tales que a = g1b+ 71, con 0 <71 < b,y a = gab+ 13, con 0 <7y < b. Entonces,
@1b + 11 = q2b + 72 y, por tanto, b(¢1 — g2) = r2 — r1. Tomando médulos en dicha igualdad, se
llega a que
blgr —q2| = |ro — 71| < b

lo cual sélo se puede cumplir si g1 = g2. En consecuencia, 1 = r5, por lo que el cociente y el resto
son unicos. -

Como ya hemos comentado anteriormente, una de las primeras aplicaciones del algoritmo de la divisién
es el algoritmo de Euclides para el calculo del méaximo comun divisor de dos enteros positivos.

Algoritmo 1.1.- (Algoritmo de Euclides) Para calcular d = m.c.d.(a,b), donde 0 < b < a, mediante el
algoritmo de la division obtenemos

a=q-b+r=r=a—q-b.
Por el lema 1.3, como d es un divisor de a y de b, resulta que d divide a r y, en consecuencia,
m.c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r).

Como quiera que 0 < r < b, la repeticion de este procedimiento nos conduce al mdzimo comin divisor, que
serd el ultimo resto distinto de 0.
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Tabla 1.1: Célculo del maximo comun divisor de dos enteros a y b mediante el algoritmo de Euclides y
esquema por el cual es posible expresar éste mediante una combinacién entera de a y b.

1232 | 344 8=7-344—12- (1232 — 3-344) = 43 - 344 — 121232
200 3
|
344 | 200 8 =7- (344 —200) — 5200 = 7- 344 — 12 -[200 |
144 1
|

200 | 144 8=2-144 —5- (200 — 144) = 7-[144] — 5 - 200

56 1

|
144 | 56 8§=2-(144 —56-2) — 56 = 2144 — 5 - [ 56]
32 2
T
56 | 32 8 =32~ (56 —32) = 2-[32] - 56
24 1
T
32 | 24 8§=132—
8 1
T
24 . — 8= m.c.d.(1232,344) (altimo resto distinto de 0)
0 3

En la tabla 1.1 podemos ver cémo emplear el algoritmo de Fuclides para el calculo del maximo comuin
divisor de dos niimeros enteros, en concreto, m.c.d.(1232,344).

Ademaés, el algoritmo de Euclides nos proporciona una forma constructiva de obtener el méximo comin
divisor de dos niimeros como una combinacién lineal entera de éstos.

Teorema 1.5.-(Identidad de Bézout) Sean a y b dos nimeros enteros con b > 0 y sea d = m.c.d.(a,b),
entonces existen m,n € Z tales que d =m-a+n-b.

Demostracion. Apliquemos el algoritmo de Euclides

a = q-b+mn

b = q-ri+r

T = g3-T2+7T3
Tn—2 = (n Tpn-1+7Tn
Tm—1 = d4n+1- " Tn-

Entonces r, = m.c.d.(a,b) por ser el tltimo resto distinto de 0.

Procedamos ahora por un procedimiento de sustituciéon, marcha atrds, comenzando en la tltima
divisién con resto.
d= Tn =Tn—2 —Qdn  Tn-1
Tn—2 — Q4n - (Tn73 —Qn-1" Tn72)
=Tn—2" (1 + qn * Qn—l) —Th—-3"(Qn
=...=m-a+mn-b.

As{ hemos conseguido escribir d = m.c.d.(a,b) como una combinacién lineal de a y b, ]

En la tabla 1.1 se muestra también un ejemplo de como se realiza este proceso.
Quizéas, el procedimiento de obtener el maximo comun divisor como combinacién lineal entera de a y b re-
sulte un poco engorroso. Sin embargo, puede construirse un algoritmo sencillo que da lugar a esta combinacion



1.4. DIVISIBILIDAD. EL. ALGORITMO DE LA DIVISION. 9

basdndose en el esquema recursivo dado por el Algoritmo de Euclides
TP =Ti—2 = i Ti-1- (1.3)

Algoritmo 1.2.- (Algoritmo de Euclides abreviado) Supongamos que para ry se cumple que r =
my - a+ng-b. Asi, si tenemos

Ti—g = Mj_2-a+mn;_2-b,

Ti—1 = Mi_1-a+mn;_1-b,

entonces, teniendo en cuenta la identidad (1.3)
T =m;-a+mn; b, My = Mi—2 — ¢iMi—1, N ="Ni—2 — ¢Ni—1.

Necesitamos entonces que la ecuacion r, = my-a+nyg b se cumpla para dos restos, que vamos a poner como
a y b. En efecto, se tienen las relaciones triviales

l-a+0-b=a, 0O-a+1-b=b,

por lo que cualquier resto se puede poner como combinacion lineal entera de a y b.

Tabla 1.2: Método abreviado para calcular m.c.d.(a,b) mediante una combinacién entera de a y b. En este
caso a =1232, b =344 y m.c.d.(1232,344) = 8, con 8 = —12- 1232 + 43 - 344.

r m n q
1232 1 0
344 0 1
200 1 -3 3
144 -1 4 1
56 2 -7 1
32 -5 18 2
24 7 —25 1
8| —12 43 1

Para ponerlo en forma de tabla podemos representar en una columna los restos, en otra el coeficiente m
en otra n y en una cuarta el cociente ¢. Partiendo de las dos ecuaciones triviales, los elementos m y n de
la siguiente fila seran la resta de los de la fila dos posiciones por encima menos ¢ por los de la fila anterior
(véase la tabla 1.2). Por ejemplo, en la tabla 1.2, la tercera fila (en lo que atafie a los coeficientes m y n) es
igual a la primera menos 3 veces la segunda, pues 3 es el cociente de la primera divisién del algoritmo de
Euclides, y asi sucesivamente.

Una aplicacién inmediata de la identidad de Bézout es que si a y b son primos entre si, entonces existen
my n tales que m-a+mn-b= 1. Este hecho es importante y tiene algunas aplicaciones interesantes, como se
ve en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.9.- Sialb-c y m.c.d.(a,b) = 1 entonces alc.

Por ser m.c.d.(a,b) = 1, existen m,n € Z tales que m-a+n-b = 1. Multiplicando esta indentidad
por c resulta
m-c-a+n-b-c=c (1.4)

Por otra parte, como alb - ¢, existe k € Z tal que b- ¢ =k - a y sustituyendo en (1.4) se tiene
m-c-a+n-k-a=c

y por tanto alc yaque c=a-(m-c+n-k). ]

Una consecuencia del ejemplo anterior es que v/2 no es un niimero racional.
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Ejemplo 1.10.- Prueba que no existen a, b enteros positivos tales que v/2 = a/b y m.c.d.(a,b) = 1.
Supongamos que v/2 = a/b y m.c.d.(a,b) = 1. Elevando al cuadrado,
2.b% = a’.

Como m.c.d.(a,b) = 1 entonces m.c.d.(a?,b?) = 1y, por el ejemplo 1.9, 2|a%. Por lo tanto 2|a y
podemos poner a = 2 - k. Asi, a? = 4 - k? y entonces

2.2 =4k =12 =2k

Repitiendo el mismo argumento que antes resulta que 2|b. Pero esto contradice el hecho de que
m.c.d.(a,b) = 1.

En consecuencia, la hipétesis de partida es falsa y v/2 no es un niimero racional. [ |

Otra aplicacion interesante del algoritmo de la divisién (véase el Teorema 1.4) permite la representacién
de un niimero entero en una base de numeracién b > 2. En efecto, podemos poner, para un entero a > 0

a=qo-b+ro,
qo =q1 b+,
dn—1 ZQn'b+rn; (qn :O)

Notemos que, debido a que 0 < gx+1 < gk, en algiin momento tenemos que encontrar un n para el que g, = 0.
Mediante sustituciones reiteradas, se tiene

a=qy-b+ro=(q-b+r1)-b+rog=q -b>+r1i-b+ro,
a=qs-b>+ry-b* 411 - b+,

a=7rp 0"+ 1y b g b2 b+
De esta forma pondremos a = (rp7p—1...727170), y diremos que es la expresiéon de a en base b.

Ejemplo 1.11.- Ezxpresa 4165 en base 7.

Aplicando el algoritmo de la divisién,

4165 | 7
ro— 0 595 |7

rn—0 8 |7
’/‘2—>1
7‘3—>5
T’4—>1 0
se obtiene que 4165 = (15100), =0+0-7+1-72+5- 73 +1- 74 |

Ejemplo 1.12.- ;Qué nimero es (4165),?
Operando en base 7, se obtiene de forma inmediata
(4165), =5+6-7T+1-7°+4-7°=1468. =
También pueden representarse fracciones en otras bases de numeracién, asi como ntmeros irracionales.

Para ello basta tener en cuenta la notacién posicional a la que estamos acostumbrados en base 10. En este
sentido, si escribimos 1/4 = 0,25, lo que queremos decir en realidad es que

1
1:2.10*1+5~10*2.
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De esta forma, la coma no hace mas que separar las potencias positivas de las potencias negativas de la base
de numeracién.
Consideremos una base de numeracién b y una fraccion M/N de forma que M < N y M y N no tienen
divisores comunes, entonces
M M-b
N N-b
Por el algoritmo de la division M -b=¢g_; - N + r_1, por lo que

M q—1 'N-I-’I’,l 1 r—1
= T —qg. -} .
N N b 10 TN
Repitiendo el procedimiento con r—_1/N - b llegamos a
M r—o
— =q_- bt b2 .
N -t +q-2 + N2

El proceso se repite hasta que r_, = 0 6 hasta que r_; = r_; con j < k. En el primer caso el nimero de
cifras decimales es finito, mientras que en el segundo caso el nimero de cifras decimales es infinito, aunque
éstas se repiten periédicamente.

Ejemplo 1.13.- Representa 1/3 en base 2.

Aplicando el proceso explicado anteriormente:

ro=1 2% 2]3
2 0

—4-1
/
X2

N\
413
!
r_g = r9 = 1 = representacién periédica infinita.

De esta forma, % = 0,015, donde ™ indica que la secuencia 01 se repite infinitamente. [

Para recuperar la fraccién, a partir de su representacién decimal en base b, podemos proceder de dos
formas. La primera consiste en sumar las potencias negativas de b multiplicadas por el coeficiente correspon-
diente. Asi,

0,01,=0-2"14+1.27240.2341.27440.27541.276 ...
=2724271 4270 4. =272 (142724274 4270 4. ),
Para obtener la fraccién, tenemos que sumar la serie

1+272 42744276 4.

que es una progresién geométrica de razén 272 (cada sumando se obtiene multiplicando el anterior por la
razén). Para sumar una progresién geométrica de razén r, con |r| < 1, basta ver que

S =1 4+ r 4+ + 4.
rS = ro+ o+ 4
S—rs =1

por tanto S = 1/(1 — r) y en nuestro caso

1 4
14224924426 4... = -
+270 4274427+ 92— 3
por lo que
~ 4 1
0,0l =27%- = -,
2 33
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La otra forma de recuperar la fraccién es darse cuenta que desplazar la coma decimal a la derecha una

posicién equivale a multiplicar por b. Por lo tanto, si F' = 0,015 entonces

~ 1
22F=1,012:22F—F:12=1:F=§.

1.5. Ecuaciones diofanticas

Una de las aplicaciones méas interesantes de las técnicas desarrolladas en las secciones anteriores es la
resolucién de las llamadas ecuaciones diofdnticas. Las ecuaciones diofanticas son aquéllas que admiten Gni-
camente soluciones enteras. Su nombre esta ligado al del matematico griego del siglo III d. C. Diofanto de
Alejandria, quien hizo un estudio pormenorizado de ellas en su libro Arithmetica.

Definicién 1.7.- Una ecuacion diofantica lineal de n incignitas es una ecuacion de la forma
aizy + ags + - + apTn =,
donde ay,a2,...,a, y b son numeros enteros conocidos y x1,xa,...,T, SON numeros enteros a determinar.

Si nos centramos en ecuaciones de dos incégnitas, trataremos de encontrar todas las soluciones enteras
posibles de la ecuacién
a-z+b-y=c, (1.5)

donde a, b y ¢ son enteros conocidos.

La primera observaciéon que debemos hacer es que este tipo de ecuaciones (1.5) tiene solucién si y s6lo
si el méximo comun divisor de a y b es un divisor de c¢. En efecto, sea m.c.d.(a,b) = d, entonces, por el
lema 1.3, d divide a a-x 4+ b-y. Por lo tanto, para que la ecuacién (1.5) tenga solucién, es necesario que d sea
un divisor de c¢. Asi pues, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que en la ecuacién (1.5) se cumple
m.c.d.(a,b) = 1. En caso contrario, basta dividir por el maximo comun divisor.

Para encontrar las soluciones de una ecuacién diofantica (1.5) se pueden seguir los siguientes pasos:

Paso 1.- Encontrar una solucién particular de (1.5). Teniendo en cuenta la Identidad de Bézout (Teore-
ma 1.5), existen m y n tales que m - a + n - b = 1. Multiplicando esta igualdad por ¢ obtenemos una
solucién particular de la ecuacion (1.5) de la forma:

T =c-m, y=c-n.

Paso 2.- Resolver la ecuacion homogénea asociada:
a-x+b-y=0. (1.6)

Notemos que las soluciones enteras de esta ecuacién se obtienen de manera sencilla si despejamos una
de las incégnitas. Asi,

b
T=-"y conm.c.d.(a,b) = 1.

Como m.c.d.(a,b) = 1, por el ejemplo 1.9, x es un nimero entero si a es un divisor de y. Por lo tanto,
podemos poner y = k - a y las soluciones de (1.6) son de la forma

z=—k-b, y==k-a, keZ.

Paso 3.- Dar la solucion general de la ecuacion diofantica (1.5). Es evidente que si a una solucién de (1.5) le
sumamos una solucién de (1.6) se obtiene una solucién de (1.5) (basta con sumar las ecuaciones). En
consecuencia, todas las posibles soluciones de (1.5) son de la forma

{” = em=kbo g (1.7)

y = c-n+k-a
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Tlustramos este procedimiento con un par de ejemplos. Notemos que en ocasiones, ademas de encontrar
la solucion general de una ecuacién diofantica, hay que buscar la solucién o soluciones que satisfacen algunas
condiciones adicionales, como por ejemplo que las variables sean positivas. Para ello, se encuentra en primer
lugar la solucién general (1.7) y a continuacién se determinan los valores del pardmetro k para que se cumplan
las condiciones adicionales.

Ejemplo 1.14.- Encuentra todas las soluciones enteras no negativas de la ecuacion 7-x + 13 -y = 147.

En primer lugar, como m.c.d.(7,13) = 1, vemos que le ecuacién se puede resolver. Ademads, por
el algoritmo de Euclides, encontramos que

1=2-7-1-13.
Multiplicando por 147, se obtiene
147 =294 -7 — 147 - 13.

Asi, una solucién particular es x = 294, y = —147. Sin embargo, para obtener el total de soluciones
hay que anadir las soluciones de la ecuacién homogénea

7T-x+13-y=0,
que son de la forma x = —13 - k, y = 7 - k. Finalmente, se tiene que la solucién general es
x=294—-13 -k, y=—-147+7-k, keZ.
Como estamos interesados en las soluciones no negativas tiene que ser
204 — 13-k > 0=k <294/13 = 22,615,
—147+7- k> 0=k > 147/7 = 21.

Por lo tanto 21 < k < 22,615. Puesto que k € Z, los tinicos valores posibles de k que hacen que
la solucién sea no negativa son k = 21 y k = 22. En estos casos la solucién es:

k=21, z=21, y=0
k=22, T =28, y="T. ]

Ejemplo 1.15.- Disponemos de sellos de 5 céntimos y de 7 céntimos. ;Por qué importes se pueden franquear
cartas usando combinaciones de estos dos sellos?

En realidad nos estamos preguntando por los valores de ¢ € N que hacen que la ecuacién diofantica
S5-x+T7T-y=c

tenga soluciones enteras no negativas. Puesto que m.c.d(7,5) = 1, sabemos que la ecuacién anterior
siempre tiene solucién, aunque puede ser que x é y sean negativos, en cuyo caso no obtendriamos
una solucién vélida.

Resolvamos, pues, la ecuacién e impongamos la condicién de que las soluciones sean no negativas.
Sin mucho esfuerzo obtenemos que las soluciones son

x = 3c— Tk, y = —2c+ 5k.

Por tanto, para que las soluciones sean no negativas

2c 3c
— <k< —.
5~ -7
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Pero k tiene que ser un ntmero entero, asi que habra que exigir que entre 2¢/5 y 3¢/7 haya por
lo menos un ntmero entero, por lo que la diferencia entre estos dos niimeros tiene que ser como

minimo 1, es decir

3¢ 2c c

———2>1= —=>1=c¢> 35.

7 5 35 — -
Se puede asegurar que es posible franquear cualquier carta de 35 o més céntimos. Sin embargo,
esto no quiere decir que no se puedan franquear cartas por menor importe, aunque en este caso,
habré que comprobar caso por caso si es posible. De hecho, es posible franquear cartas por un
importe de ¢ céntimos siempre y cuando

c¢{1,2,3,4,6,8,9,11,13,16, 18, 23}.

Por lo tanto, se tiene que el problema tiene solucién si ¢ > 24.

Es mas, se puede probar que, en general, las ecuaciones de la forma max 4+ ny = c tienen soluciones
no negativas si ¢ > (m —1)(n — 1). ]

Una vez visto cémo se resuelven las ecuaciones con dos incégnitas, no es dificil generalizar el procedimiento
al caso de n incégnitas. Para ello, basta tener en cuenta que el concepto de méximo comin divisor puede
generalizarse a una coleccién arbitraria de enteros.

Definicién 1.8.- El maximo comun divisor de los enteros ay, as, . .., a, es el mayor entero positivo que divide
a todos y cada uno de los a;. Se denota

d=m.cd.(ar,as,...,a,).
Sid =1 diremos que los enteros son primos entre si.
Una observaciéon importante es que si
d=m.cd.(aj,as,...,a,) vy d =m.cd.(ar,az,...,a,_1),

entonces d = m.c.d.(d’, a,). Ademds, se puede ver que existen unos niimeros enteros ms,ms,...,m, tales
que
d=mi-a1+mo-as+---+my-a,.

Teniendo esto en cuenta, pueden resolverse ecuaciones diofanticas de n incégnitas.
Ejemplo 1.16.- Resuelve la ecuacion 6 - x +15-y 4+ 10z = 173.
Aplicamos el algoritmo de Euclides para calcular m.c.d.(6,15,10). En este sentido,
m.c.d.(6,15,10) = m.c.d.(m.c.d.(6, 15), 10).
Ahora bien, m.c.d.(6,15) =3 y
3 =m.c.d.(6,15) = —2-6 + 15. (1.8)
Por otra parte, m.c.d.(3,10) =1y
1 =m.c.d.(3,10) = =3 -3 + 10. (1.9)
Finalmente, teniendo en cuenta (1.8) y (1.9), resulta
1 =m.c.d.(6,15,10) =6 -6 — 3 - 15 + 10.
Por lo tanto una solucién de la ecuacion es

z=06-173 =1038, y=—-3-173 = -519, z = 173.
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Para obtener el total de soluciones, consideramos la ecuacién homogénea
6-z2+15-y+10-2=0.

Despejando x se tiene

15 10 5 5
_ 15 __2,. 2 1.10
x GV 6" 5Y " 3% (1.10)

y para que las soluciones sean enteras, tiene que ser y = 2-k y 2 = 3- k’. Por lo tanto, la solucién
general se puede poner como

x=1038~5-(k+k),y=-519+2 -k, 2=173+3 -k, k, k' € Z.
Notemos que si no hubiéramos simplificado las fracciones en (1.10), es decir si hacemos

15 10

67 6%

Tr =

y razonamos diciendo que tanto y como z tienen que ser multiplos de 6, no estariamos considerando
todas las soluciones. Se obtendria, por tanto, una solucién incompleta. [

1.6. Problemas resueltos

1 1 1
1. Prueba, por induccién, que — + — + -+ — < 2y/n paran > 1.
. P paue —m+ =5 NG Vnp
Solucién. En primer lugar, comprobamos que la férmula es cierta para n = 1, es decir,
cuando sélo hay un sumando. Pero esto es obvio, pues

1

V1

Ahora tenemos que probar el paso inductivo, es decir, tenemos que ver que si la férmula se
cumple para n = k, también se cumple para n = k + 1. En este caso, suponemos cierto que

=1<2V1=2.

1 1
—+ =+t —= < 2Vk
1 2 vk

Veamos entonces que
1 1 1
—+t—=+ -+t —=+

1
V1ooV2 VE  VE+1

En efecto, teniendo en cuenta la hipdtesis de induccion, resulta que

<2Vk+ 1.

11 1 1 1
=t =t e < 2Vh
VioV2 Vi VE+1 VE+1

por lo que basta que probemos que

1
2k + < 2k + 1.
VE+1~

Esta desigualdad es equivalente a
2Vk(k+1)+1 <2k +2 < 4k(k+1) < 4k* + 4k + 1,

que es siempre cierta. Luego la férmula también es cierta para n = k + 1 y, por el principio
de inducciéon matematica, es valida para cualquier n > 1. ]
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2. Demuestra por inducciéon que

! + + + 1 > 13 >2
ntl nt2 on ~ 24 PR =
Solucion. Para n = 2 tenemos que la suma de los inversos de los niimeros desde n + 1 =3

hasta 2n = 4 es
11 7 13

o= >
3 4 127 24
Una vez probada que es cierta la base de la induccién, tenemos que probar ahora el paso
inductivo. Asi, supongamos que la formula es cierta para n = k, es decir,
1 1 1 13

RS TR TR

Veamos entonces que también se cumple para n = k + 1, es decir,
1 1 1 1 1 13

ez Tras Tt ey T

Observemos que, sin méas que sumar y restar 1/(k + 1)

RIS S
k+2  k+3 2% 2%k +1 " 2(k+1)

B 1 n 1 P 1 n 1 n 1 1

C\k+1 kE+2 2k 2k+1  2(k+1) k+1
La expresién contenida entre paréntesis es mayor que 13/24, por la hipédtesis de induccion.
Por lo tanto, si probamos que

1 1 1
_ >0
k1 2k+1) kil-

yva quedara demostrado el resultado. En efecto,

1 1 1
%+l 2(ktD) kil 2kt D)2kt

>0, Vk > 2.

En consecuencia, la formula es cierta para n = k + 1 y, por el principio de inducciéon mate-
matica, es valida para cualquier n > 2. ]

3. Un sastre invierte 13 horas en disefiar un modelo de pantalén y 37 horas en disenar un modelo de
camisa. Si trabaja 2000 horas, ;cuantas camisas y pantalones debera disenar para conseguir la mayor
combinacién entre camisas y pantalones?

Solucién. Sean x el nimero de pantalones que se disenian e y el nimero de camisas. Segin
el tiempo que le cuesta realizar cada diseno y el total de horas que invierte, se debe cumplir

13z + 37y = 2000.

Para resolver esta ecuacién, donde x e y son niimeros enteros no negativos, calculamos el
maximo comun divisor de 37 y 13, que es 1, mediante el algoritmo de Euclides:

37 1 13 13 ] 11 11 | 2
11 2 2 1 1 5

De aqui es posible encontrar el maximo comun divisor como combinaciéon de 13 y 37. En
efecto,
1=11-5-2=11-5-(13-11)=6-11—-5-13

=6-(37-2-13)-5-13=6-37—17-13.
Por lo tanto una solucién de la ecuacion es

x =—17-2000 = —34000, y =6-2000 = 12000.
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Si a este solucién le anadimos las soluciones de la ecuacién homogénea 13x + 37y = 0,
obtenemos el total de soluciones. Ahora bien, las soluciones de la ecuaciéon homogénea se
obtienen de forma sencilla

13
13x—|—37y:O:>y:—§x:>m=37k;, y=—13k, k € Z.
Por tanto, el conjunto de soluciones de la ecuacion original es
x = —34000 + 37k, y = 12000 — 13k.

Para que tanto x como y sean no negativos ha de satisfacerse

4
34000 4 37k > 0 = k > 2000

= 918,19,

12000

6000 —13k> 0=k < = 923,077.

Es decir los valores posibles de k son 919, 920, 921, 922 y 923, con lo que las posibles soluciones
son:

k| 919 920 921 922 923
x| 3 40 77 114 151
y| 53 40 27 14 1

La combinaciéon mayor es cuando el producto z -y es maximo, lo que sucede cuando x = 77

ey =27.

4. Un problema sobre ecuaciones diofanticas similar al que se propone aparecié en un tratado chino de
Matematicas del siglo VI. Se conoce como el problema de «las cien aves de corraly.

Un gallo cuesta 50 monedas. Una gallina y tres pollos juntos cuestan 10 monedas. ;Cuéantos gallos,
gallinas y pollos se pueden comprar con mil monedas si el niimero total de aves es cien?

Nota: Las monedas son indivisibles. Una gallina cuesta més que un pollo, que a su vez cuesta, como

minimo, una moneda.

Solucién. Si llamamos x al nimero de gallos, y al nimero de gallinas, z al nimero de pollos,
p al nimero de monedas que cuesta una gallina y ¢ al nimero de monedas que cuesta un
pollo, el problema consiste en resolver el sistema de ecuaciones:

z+y+2z=100
90z + py + gz = 1000
p+3q =10,

donde z,y,2 > 0,p>q>1.
Comenzamos resolviendo la ecuacién diofantica para los precios:

p+ 3q = 10.

Notemos que esta ecuacién tiene soluciéon pues m.c.d(1,3) = 1 que, evidentemente, es un
divisor de 10. Ademés,

1=-2-1+1-3=10=-20-1+10-3,

luego p = —20, ¢ = 30 es una solucién particular. Las soluciones de la ecuacién homogénea
p—+3q = 0 son de la forma p = —3¢. En consecuencia el conjunto de soluciones de p+ 3¢ = 10
es:

p=—-20+ 3k
q=10—k,
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con k € Z. Ahora bien, las tinicas soluciones que cumplen p > ¢ > 1 son:
k=8 — p=4, ¢=2,
k=9 — p=7 q=1

Por lo tanto, tenemos que estudiar dos casos.

Caso 1. Si p =4, q = 2, tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diofanticas

r+y+2z=100
50z + 4y + 2z = 1000.

Como z = 100 —z —y, se reduce a resolver 48z + 2y = 800 6, equivalentemente, 24z +y = 400.
Como m.c.d.(24,1) = 1, esta ecuacidn tiene solucién.

Tenemos que
1=1-24—-23-1=400=400-24 —-9200-1,

luego z = 400, y = —9 200 es una solucién particular. Las soluciones de la ecuacién homogénea
24x +y = 0 son de la forma y = —24x, luego el conjunto de soluciones de 48z + 2y = 800 es:

x =400 — k
y = —9200 + 24k,

con k € Z. Se tiene que cumplir que = > 0, por lo que k£ < 400 y que y > 0, por lo que
k > 384. Pero ademas, z > 0. Como

z =100 — 2z —y =8900 — 23k > 0 = k < 386.
Entonces, para p =4 y g = 2, las tinicas soluciones validas son:

k=384 — x=16, y=16, z=068.
k=38 — x=15 y=40, z=45.
k=38 — x=14, y==64, z=22

Caso 2. Sip =17, q=1, tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diofanticas

z+y+2=100
90z + Ty + z = 1000.

Como z = 100 — = — y, se reduce a resolver 49z + 6y = 900. Como m.c.d.(49,6) = 1, esta
ecuacion tiene solucion.

Tenemos que
1=1-49—-8-6 — 900 =900 -24 — 7200 - 6,

luego z = 900, y = —7 200 es una solucién particular. Las soluciones de la ecuacién homogénea
49z + 6y = 0 son de la forma y = —49z/6, luego © = 6k, y = —49k, k € Z. Asi, el conjunto
de soluciones de 49z + 6y = 900 es:

z =900 — 6k
y = —7200 + 49k,

con k € Z. De nuevo hay que exigir x > 0, y > 0y z > 0. Esto limita los posibles valores de
kak <150, k> 147 y k < 148 respectivamente.

Entonces, para p =7y ¢ = 1, las tnicas soluciones validas son:

k=147 — x=18, y=3, z=179.
k=148 — z=12, y=152, z=36.
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5. En un local se sirven tres tipos de mend. Un dia que sirven 10 de los primeros, 15 de los segundos y
12 de los terceros se recaudan 294 euros. Otro dia se sirven 8, 16 y 14 ments, respectivamente, y la
recaudacién aumenta en 15 euros. Sabiendo que el precio de los menis es multiplo de 0,5 euros, ;se
puede deducir cudl es su precio?

Solucién. Si llamamos x al precio del ment del primer tipo, y al precio del meni del segundo
tipo y z al precio del menud del tercer tipo, el problema consiste en resolver el sistema de

ecuaciones:
10z + 15y 4+ 12z = 294
8z + 16y + 14z = 309

donde z,y, z son multiplos de 0,5. Por lo tanto, u = 2z, v = 2y, w = 2z son enteros y el
sistema anterior se puede escribir como un sistema de ecuaciones diofanticas:

10w + 15v + 12w = 588
4u + 8v + Tw = 309

con u,v,w € Z. Comenzamos resolviendo la ecuacién diofantica obtenida al eliminar u de las
ecuaciones (cinco veces la segunda menos dos veces la primera): 10v+11w = 369. Notemos que
esta ecuacion tiene solucién pues m.c.d(10,11) = 1 que divide a 369. Ademads, sin necesidad
de aplicar el algoritmo de Euclides, se tiene la identidad

1=-1-10+1-11= 369 = —369-10 + 369 - 11,

luego v = —369, w = 369 es una solucién particular. Las soluciones de la ecuacién homogénea
10v + 11w = 0 son de la forma v = —11w/10, es decir, w = —10k, v = 11k, k € Z. En
consecuencia el conjunto de soluciones de 10v + 11w = 369 es:

v=—369+ 11k

w = 369 — 10k,
con k € Z. Como se tiene que cumplir v > 0y w > 0, resulta que £k > 34 y k < 36
respectivamente.

Pero ademas se tiene que cumplir la segunda ecuacién. Asi, sustituyendo los valores obtenidos
de v y w en la segunda ecuacién, tenemos 4u+ 18k = 678, o equivalentemente, 2u+ 9k = 339.
Los valores k = 34 y k = 36 no nos proporcionan una solucién entera para u, luego la tnica
solucién posible se obtiene para k = 35. En este caso, u = (339 — 315)/2 = 12. Ademds,
v=16y w=19.

Por lo tanto, los precios de los ments son x = 6 euros, y = 8 euros y z = 9,5 euros. [ ]

6. Se dispone de una medida de un galén (3,78 litros) y otra de una pinta (0,564 litros). ;Es posible
obtener una medida de exactamente un litro combindndolas de alguna manera? Plantea el problema en
términos de ecuaciones diofanticas y encuentra la solucién en el caso afirmativo o, en el caso negativo,
indica cudl es la medida més cercana a un litro y como podria obtenerse usando el menor nimero de
medidas de galén y pinta.

Solucién. Se trata de resolver la ecuacion 3,78x + 0,564y = 1 donde = es el nimero de
medidas de galén e y el nimero de medidas de pinta. Esto es equivalente a resolver la ecuaciéon
diofantica

3780x + 564y = 1000 <= 945z + 141y = 250.

Como m.c.d.(945,141) = 3, que no es un divisor de 250, esta ecuacién no tiene soluciones
enteras.

Como 945z + 141y es un multiplo de 3, buscamos el multiplo de 3 mas cercano a 250, que es
249 y resolvemos la ecuacién diofantica

9452 + 141y = 249 < 315z + 4Ty = 83,
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que si que tiene solucién pues m.c.d.(315,47) = 1. Aplicando el algoritmo de Euclides se llega
a que
1=10-315—-67-47 = 83 =830 - 315 — 5561 - 47.

luego z = 830, y = —5 561 es una solucién particular. Las soluciones de la ecuacién homogénea
315z 4+ 47y = 0 son de la forma z = —47k, y = 315k, k € Z. En consecuencia el conjunto de
soluciones de 315z 4 47y = 83 es:

x = 830 — 47k
y = —5561 + 315k,

con k € Z. Para que el problema tenga sentido x e y no pueden ser simultdneamente negativas.
Notemos que x > 0si k < 17y que y > 0 si k > 18. Entonces, si k < 17 la solucién consistiria
en anadir medidas de galén y restar medidas de pinta. La solucién que menos mediciones
emplea se obtiene para k = 17. En este caso, x = 31 e y = —206, es decir, habria que afiadir
31 medidas de galén y restar 206 medidas de pinta. Se usan, por tanto 237 mediciones.

Sin embargo, si k > 18 la solucién consistiria en anadir medidas de pinta y restar medidas
de galén. La solucién que menos mediciones emplea se obtiene para k = 18, con x = —16 e
y = 109, es decir, habria que anadir 109 medidas de pinta y restar 16 medidas de galéon. En
este caso se usan 125 mediciones y ésta es la solucién que minimiza el nlimero de mediciones
a realizar. [ ]

1.7. Problemas propuestos

1. Demuestra por induccién sobre n € N que, para todo niimero real > —1, se cumple la desigualdad
(1+2)">1+nx.
2. Prueba, por induccion, que

a) n(n —1)(n+ 1)(3n + 2) es divisible por 24 para n > 0.
b) 4™ + 15n — 1 es divisible por 9 para n > 0.

3. Prueba, por induccién, que:

a) si n > 3 entonces 2" > n?,

774277’7,

b) sin > 10 entonces n — 2 < 537,

¢) la sucesién definida como ag = 1, a,, = (v/2)* -1, (n € N) cumple que a,, <2y que a,, —an_1 >0
para todo n € N.

4. Prueba, por induccién, que para n > 0, 327 + 4! es divisible por 5.

5. Prueba, por induccion, que:

(a) Yoiyi=sn(n+1),
(b) Y7L i(i+1) = gn(n+1)(n +2),
(€) SF i+ 1)(i+2) = in(n+1)(n+2)(n +3).

Sugiere una generalizacién.

6. Demuestra, por induccién, que si n > 14, entonces n puede escribirse como suma de treses y ochos, es
decir,n =a -3+ b-8 con a y b enteros no negativos.

7. Escribe en base 7 los niimeros (124, (ﬁ)5 y (3218)15.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(Almacenamiento de nimeros en un ordenador) Los sistemas de numeracién binario y hexadeci-
mal son utilizados por algunos ordenadores para almacenar niimeros en coma flotante. Vamos a analizar
el comportamiento de un hipotético ordenador que tiene células de memoria formadas por 32 posiciones
binarias (bits). Supongamos, ademés, que un nimero real x se almacena en base hexadecimal de la
forma:

1
z =+m-16°~%, 17),§m<1, p>0.
Entonces,
= El primer bit se emplea para almacenar el signo (0 si es positivo, 1 si es negativo).

= Los siete bits siguientes almacenan, en base 2, el exponente modificado p.

= En los 24 bits siguientes se almacenan las primeras cifras no enteras de la representacién binaria
de la mantisa m.

Para un ordenador de estas caracteristicas, realiza los siguientes calculos:

a) Almacena los nimeros 1, 1,1, —17 y el niimero de tu D.N.I.

b) Encuentra la representacién del mayor nimero y del menor ntimero positivo que se puede almacenar
en el ordenador. Haz una estimacion del tamano de dichos ntimeros en base 10.

. Sean a, b, c,d € N. Probar que:

(a) alb ycld = aclbd, (b) alb = aclbe, (c) aclbc = alb.

Sean a, b, ¢ € N conm.c.d.(a,b) = 1. Si alcy b|c, prueba que ab|c. ;Se obtiene lo mismo si m.c.d.(a, b) # 17

De los asistentes a una convencién de Colegios de Ingenieros, un 27,18 % eran mujeres, un 55,5 % eran
mayores de 30 afios y un 37 % llevaban corbata. Si el niimero total de colegiados es inferior a 15000,
jcudl fue el nimero de asistentes?

Diez estudiantes entran en un vestuario que tiene 10 armarios. El primer estudiante abre todos los
armarios. El segundo cambia todos los estados (de abierto a cerrado o viceversa) de cada segundo
armario a partir del segundo. Después, el tercero cambia el estado de cada tercer armario a partir del
tercero. En general para 1 < k < 10, el k-ésimo estudiante cambia el estado de cada k-ésimo armario a
partir del k-ésimo. Después de haber pasado por los armarios el décimo estudiante, ;cuales quedaran
abiertos? ;Qué armarios quedarian abiertos si hubiera n armarios y n estudiantes, con n > 27

Dos personas se reparten una cierta cantidad de dinero, pero un porcentaje de lo que reciben deben
pagarlo en forma de impuestos. El primero de ellos paga un 20 %, mientras que el segundo un 17 %.
Determina el total de dinero que se repartieron, si el primero de ellos recibié aproximadamente el doble
de dinero que el segundo y el total de impuestos que pagaron entre los dos fue de 600 euros.

Una persona compra en un supermercado 15 litros de leche, unos de leche entera y otros de leche
desnatada, por 10 euros. Si la leche entera es 13 céntimos méas cara que la desnatada ;Cuantos litros
de cada ha comprado?

Un comerciante acude a un banco y solicita x monedas de euro e y monedas de céntimo de euro. Al
irse comprueba que se han confundido y le han dado y monedas de euro y = monedas de céntimo de
euro. Gracias a la confusién, ahora tiene el doble de dinero que el total solicitado méas 2 céntimos. Si el
comerciante pidié menos de 100 euros, jqué cantidad solicit?

Una fabrica necesita 13 dias para producir 100 coches del modelo A y 10 dias para producir 100 coches
del modelo B. Si no puede simultanear la produccién de los dos tipos de coches, jcuintos coches de
cada tipo podran fabricarse en 365 dias?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

CAPITULO 1. ARITMETICA ELEMENTAL

Un pequenio bodeguero quiere invertir 6000 euros en la compra de dos variedades de uva para la
produccién de vino. Si el kilo de la variedad A cuesta a 1,11 euros y el de la variedad B a 0,93, j cuantos
kilos de cada variedad debe comprar si el vino que quiere producir requiere que la proporciéon entre la
variedad A y B sea lo més préxima a 3/2? Si la proporcién tiene que ser exacta, jcial es el minimo de
kilos de cada variedad que le sobrara?

Calcula las soluciones enteras de las ecuaciones

(a) 28x+36y =44, (b) 66z + 550y = 88,
(¢) 323x+4+26ly=1, (d) 35x+55y+77z=1.

Una oficina gasté 360 euros en la adquisiciéon de dos nuevos tipos de terminales telefénicos. Si uno de
los modelos cuesta 30 y el otro 13. ;Cuantos de cada tipo se compraron?

Dos componentes eléctricos cuestan 4 euros y 2,1 euros respectivamente. ;Cuéantos de cada tipo se
pueden adquirir con 150 euros si tiene que haber menos de los que cuestan 4 euros que de los otros?

Un obrero trabaja 163 horas mensuales en una fabrica de calzado. Durante el siguiente mes la fabrica
producird dos modelos diferentes de zapato: A y B. El obrero emplea 5 horas en la elaboraciéon de un
par de zapatos de tipo A y 11 en la de tipo B. Si por un par de zapatos de tipo A recibe 24 euros y 60
por un par de zapatos de tipo B jcuédntos de cada tipo debe elaborar para obtener el maximo beneficio?
;Seria igual la solucion si le dieran 30 euros por unos zapatos de tipo A y 60 por unos de tipo B?

Un obrero dispone de dos modelos de adoquines, uno de 19 cm. de largo y otro de 13 cm. Debe cubrir
de adoquines dos hileras de 10 y 6 metros respectivamente. ;Cuantos adoquines de cada tipo debe usar
para que el total sea minimo? ; Harian falta los mismos adoquines para cubrir una longitud de 16 metros
o se podria hacer con menos?

Un obrero trabaja en turnos de 8 horas, unas veces en turno de dia y otras en turno de noche. Si trabajé
215 jornadas durante el afio y la hora nocturna se paga 6 euros mas que la diurna, jcuantos turnos de
noche hizo si sus ingresos anuales fueron de 23 528 euros? ;A cudnto le pagaron la hora?

Una fabrica necesita 14 dias para producir el producto A y 22 dias para producir el producto B. Si no
puede simultanear la produccién de los dos tipos de productos, jcudntas unidades de cada producto
podran fabricarse si se trabajan 358 dias y se requiere que la diferencia entre las unidades fabricadas
de A y de B sea lo menor posible?

Tres misioneros naufragan y llegan a una isla desierta donde sélo encuentran cocoteros. Pasan la tarde
recogiendo cocos (habia méas de 200 pero menos de 300) y, cansados, se van a dormir con la intencién
de repartir los cocos a partes iguales al dia siguiente. Sin embargo, todos son desconfiados y prefieren
hacerse con su parte antes del amanecer. Asi, el primer misionero se levanta por la noche y hace el
reparto: divide los cocos en tres montones y le sobra uno, que tira al mar. Recoge su parte y se va
a dormir. Al rato es el segundo misionero el que se levanta: hace tres montones con los cocos y le
sobra uno, que tira al mar. Recoge su parte y se va a dormir. Por iltimo, el tercer misionero hace lo
propio. Se levanta, hace tres montones con los cocos y le sobra uno, que tira al mar. Recoge su parte
y se va a dormir. Al amanecer los tres misioneros se presentan ante los cocos sobrantes y proceden a
hacer el reparto. Hacen tres montones y les sobra uno, que tiran al mar, y cada uno se lleva su montén
correspondiente. Ninguno de los misioneros protestd, pues todos pensaban que ya habian retirado el
numero de cocos que le correspondia. ;Cuantos cocos habia?



Capitulo 2

Combinatoria

2.1. Introduccion

Se entiende por combinatoria el estudio, técnicas y métodos para contar el nimero de elementos de un
conjunto finito. El problema de contar puede parecer sencillo a primera vista. Y esto suele ser cierto si el
numero de objetos asociado a un problema no es muy elevado. Ahora bien, incluso para problemas que no
involucran un gran ntmero de objetos, el nimero de soluciones puede ser enormemente grande. Asi, por
ejemplo, si nos preguntamos de cuantas maneras se puede reordenar una baraja espanola de 40 cartas, la
solucién, 40!, es un nimero del orden de 10%8. Por este y otros motivos se conocen diversas técnicas que
ayudan a la hora de hacer un recuento.

Los origenes de la combinatoria podria decirse que se remontan a los inicios de la civilizacién, cuando el
hombre tuvo la necesidad de contar. Hay indicios de que el hombre contaba hace 35000 afios ([12], [18]). De
esa época son los huesos de Lebombo e Ishongo, que presentan unas marcas que, casi con toda seguridad,
eran usadas para contar el nimero de dias transcurridos desde la luna nueva.

Sin embargo, los primeros problemas para contar grupos de elementos que cumplen ciertas reglas son més
modernos y puede que tengan que ver con la lucha entre el bien y el mal. Asi, en el I-Ching, o libro de las
mutaciones, uno de los cinco libros de la sabiduria confucionista, aparecen todos los posibles hexagramas, o
diagramas de 6 lineas, que pueden formarse con una barra continua, el yang (el bien) y otra discontinua, el
yin (el mal).

Figura 2.1: Los 64 hexagramas del I-Ching.

Tradicionalmente el I-Ching es atribuido al rey Wen, de la dinastia Zhou, hacia el siglo XII antes de
Cristo. No obstante, es muy dificil datar con exactitud los textos antiguos y, de momento, no hay evidencias
sOlidas de que nadie compilara los 64 hexagramas antes del siglo III antes de Cristo. Precisamente de esa
época son los primeros textos donde aparecen problemas y técnicas combinatorias y que fueron compilados
en la India por los jainas. Uno de estos textos es el Bhagabati Sutra, en el que aparece un problema que tiene
que ver con el total de selecciones que pueden hacerse de un conjunto de seis elementos cuando de ellos se
eligen uno, dos o tres a la vez. Pero el libro que contiene mas ideas y elementos propios de la combinatoria es
el Chanda Sutra, escrito por Pingala hacia el siglo II antes de Cristo. Pingala estaba interesado en la prosodia
relacionada con la composicion de los versos de los cantos sagrados védicos mediante silabas cortas o largas.
El mismo problema que més tarde considerarian los griegos.

Desde entonces los problemas combinatorios han ido evolucionando y adaptandose a los tiempos en curso.
A lo largo de la Historia nos encontramos con diversos problemas que han atraido la atencién de cientificos
de renombre (Fibonacci, Euler, Cayley, etc.). En nuestros dias la combinatoria sigue siendo un tema de
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actualidad debido, sobre todo, a su aplicaciéon a cuestiones relacionados con la informatica y la computacion.
En este capitulo se presentan los principios basicos y las técnicas de recuento més habituales (variaciones,
permutaciones, combinaciones, etc.). Con ellos se puede resolver una gran variedad de problemas, como los
que se muestran en los ejemplos intercalados en el texto y en los propuestos en las ultimas secciones.
La lectura de este capitulo se puede complementar con la de los dos capitulos siguientes, dedicados a las
funciones generadoras y a las sucesiones recurrentes. En estos capitulos se presentan dos nuevas técnicas de
célculo que permiten resolver diferentes problemas combinatorios.

2.2. Cardinal de un conjunto

En esta seccién nos adentramos un poco en la Teoria de Conjuntos, la rama de las Matematicas que estudia
los conjuntos, entendidos éstos como colecciones de objetos. El lenguaje y algunos conceptos empleados en
la Teoria de Conjuntos son de uso comin entre los matematicos. Por ejemplo, el concepto de funcién o los
diagramas de Venn se pueden explicar en cursos de educacién primaria. Sin embargo, otros conceptos, como
el de cardinal de un conjunto, son mas sofisticados. A pesar de su caracter béasico, la Teoria de Conjuntos es
una disciplina que no se desarrollé hasta la década de los 70 del siglo XIX, con los trabajos de los matematicos
alemanes Georg Cantor y Richard Dedekind.

Para definir el cardinal de un conjunto necesitamos recordar algunas definiciones bésicas sobre funciones.

Definicién 2.1.- Sean A y B dos conjuntos. Se define una funcién o aplicacion de A en B, y se denota
f:A— B, como el conjunto de pares

{(a, f(a));a € A, f(a) € B},

definido de forma que a cada elemento a € A se le asocia un elemento, y solo uno, del conjunto B. A este
altimo elemento se le denota por f(a) y se le llama valor o imagen de a por la aplicacién f. Reciprocamente,
si dado un elemento b € B, existe un elemento a € A tal que f(a) = b, entonces a se dice una preimagen de
b.

Al conjunto A se le llama conjunto inicial de la aplicacion f, mientras que al conjunto B se le llama
conjunto final de f

Suele ser habitual emplear el término de funcién cuando se trabaja con conjuntos de ntimeros reales o
complejos, reservandose los términos de aplicacién o correspondencia para otros tipos de conjuntos.

Definicién 2.2.- Sea f: A — B una aplicacion entre dos conjuntos A y B.

» Se dice que f es inyectiva si para cada par de elementos x,y € A tales que f(x) = f(y) se tiene que
x =y. Es decir, no puede haber dos elementos distintos en A que tengan la misma imagen.

= Se dice que [ es suprayectiva si para todo b € B existe un elemento a € A tal que f(a) = b. Es decir,
todo elemento en el conjunto B tiene una preimagen.

= Se dice que [ es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva a la vez. En muchos textos, a las aplicaciones
biyectivas también se les llama aplicaciones 1-1 (es decir, uno a uno).

Ejemplo 2.1.- La funcién f : R — R definida por f(x) = 2% no es inyectiva ya que se tiene que f(a) =
f(—a) = a®> y a # —a para todo a # 0. Tampoco es suprayectiva ya que ningiin nimero negativo tiene
preimagen, es decir, no existe a € R tal que f(a) = —b, con b > 0.

La funcién g : R — [0,00) definida por g(z) = x? es suprayectiva pero tampoco es inyectiva.

La funcién h : [0,00) — [0, 00) definida por h(x) = x? es inyectiva y suprayectiva, por lo tanto es biyectiva.

Definicién 2.3.- Contar los elementos de un conjunto A es establecer una biyeccion de A con el conjunto
N, ={1,2,...,n}, para algin n € N. Si tal biyeccion existe, se dice que el conjunto A es finito y que su
nidmero de elementos, o cardinal, es n. Este nimero lo denotamos por card(A) o por |A|.

Una vez definido el cardinal de un conjunto, debemos asegurar que es tnico, es decir, debemos probar
que si existe b : N,, — A biyectiva, no existe otra aplicacién biyectiva de N,, en A con m # n. Esto es una
consecuencia directa del siguiente teorema.
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Teorema 2.1.- Si m < n, no existe ninguna aplicacion inyectiva de N, en N,,.

Demostracion. Supongamos que el conjunto S = {n € N; existe una aplicacién inyectivai :
N,, — N para algink < n} es no vacio. Por el principio del buen orden existe minimo, que
llamamos ng. Evidentemente, ng > 1. Consideremos, ahora, i : N,,, — N inyectiva. Resulta
que k > 1, pues en otro caso, al ser ng > 2, todos los elementos tendrian como imagen k = 1y,
entonces, ¢ no seria inyectiva.

Supongamos que i(j) # k si 1 < j < mng—1, entonces la aplicacién 4 : N,,,_; — Nji_; (restriccién
de i a N,,,_1) serfa inyectiva. Entonces ng — 1 € S, pero esto es absurdo, pues ng era el minimo.

Supongamos que existe j, 1 < j < ng—1 tal que i(j) = k, entonces i(ng) = p < k. Si consideramos
la aplicacion i, : Ny, 1 — Nj_; definida por i.(j) = p; i (x) = i(z) si x # j, ésta serfa inyectiva.
De nuevo, resultaria que ng — 1 € S, cosa que es absurda. Por lo tanto, no puede ser S # ) y el
teorema queda probado. [

Ademas de justificar rigurosamente que el cardinal de un conjunto finito es tnico, de este teorema se deducen
algunas consecuencias importantes. Una de ellas es la existencia de conjuntos infinitos.

Definicién 2.4.- Diremos que un conjunto no vacio A es infinito si no existe ninguna aplicacién biyectiva
de N,, en A, cualquiera que sea n € N. Notemos que N es infinito.

La propiedad mas interesante de los conjuntos infinitos es que tienen subconjuntos propios con tantos
elementos como el total. Es decir, se puede establecer una biyeccién entre una parte del conjunto y el propio
conjunto. Este tipo de resultados, estudiados por el matemético alemén Georg Cantor (1845-1918), supusieron
una revolucién en la forma de pensar de la época. Cantor fue el primero en formalizar la nocién de infinito.
Ademas, descubrié que hay distintos tamanos de infinitos.

Cuando decimos que dos conjuntos tienen el mismo cardinal (coloquialmente hablando, tienen «el mismo
nimero de elementosy) indicamos que existe una correspondencia uno a uno entre ambos conjuntos, sin
que quede ningun elemento de alguno de los conjuntos fuera de la correspondencia. Este procedimiento esta
asociado con la idea de «mismo niimero de elementos» para conjuntos finitos, pero no para conjuntos infinitos,
donde un conjunto puede tener el mismo cardinal que otro estrictamente contenido en él. Veamos algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.2.- Los conjuntos N = {1,2,3,...} y NU{0} = {0,1,2,3,...} tienen el mismo cardinal y, sin
embargo, N C NU {0}.

En efecto, tienen la misma cardinalidad ya que se puede establecer la siguiente biyeccion entre
ellos: f: N — NU{0} tal que f(n) =n —1. |

Ejemplo 2.3.- Hay tantos numeros pares como numeros naturales.

Basta ver que se puede establecer una biyeccién entre los niimeros 1,2,3... y los nimeros pares
2,4,6,.... Pero esto es sencillo, ya que la aplicaciéon

b:N— {2,4,6,...}

n — 2n
es claramente biyectiva. Es decir, una parte de N tiene tantos elementos como N. ]

De forma parecida, se podria probar que el conjunto Z de los ntimeros enteros tiene el mismo cardinal que
N. Quizas sorprenda mas que los nimeros racionales Q también tienen el mismo cardinal que los naturales
N.

Sin embargo, no todos los conjuntos infinitos son equivalentes (en el sentido de que se pueden poner en
correspondencia biyectiva). Por ejemplo, los nimeros reales, R, representan un conjunto infinito de mayor
orden que los niimeros naturales. Una prueba de ello la dio Cantor®, estableciendo que no existe una biyeccién
entre los nimeros naturales y el conjunto de nimeros decimales de la forma 0.aiaza3 - ay, - - -

1Véase el apéndice 3 del libro Matemdticas Discreta y Combinatoria de R. P. Grimaldi [14, teorema A3.4]
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Tenemos entonces que hay unos cardinales finitos, que podemos identificar con cada uno de los niimeros
naturales, y otros cardinales infinitos. El «méas pequenio» de los cardinales infinitos es el del conjunto de los
ndimeros naturales N que, siguiendo a Cantor, se denota con el simbolo X (aleph sub cero, aleph es la primera
letra del alfabeto hebreo). El cardinal de los niimeros reales R se denota por C. Se puede probar que C = 2%°.

Tal vez, a Cantor le hubiera gustado probar que C = Nj, es decir que el siguiente cardinal infinito mas
pequeiio, después de X es C. Cantor intent6 probar esto, pero fracasé. La afirmacién X; = 2% se conoce como
hipétesis del continuo. Su veracidad contintia siendo una cuestién de debate entre la comunidad cientifica?.

2.3. Principios basicos de conteo

Las técnicas combinatorias para contar o enumerar los elementos de un conjunto se basan en una serie
de principios elementales. Uno de tales principios, consecuencia del Teorema 2.1, es el llamado principio del
palomar, también denominado principio de Dirichlet, de las cajas o del casillero.

Teorema 2.2.- (Principio del palomar) Si m objetos se distribuyen en n cajas y m > nr, entonces hay
al menos una caja que tiene mds de r objetos.

Las aplicaciones de este principio, casi obvio, son muchas, aunque no siempre triviales. Pongamos un par
de ejemplos.

Ejemplo 2.4.- Prueba que, dados 12 nimeros enteros cualesquiera (incluso repetidos), siempre hay dos cuya
diferencia es multiplo de 11.

Por el algoritmo de la divisién, todo ntimero entero puede expresarse como 11-g+7, con 0 < r < 11.
Siay,as,...,a12 son los 12 niimeros seleccionados, entonces

ar=11-qu+re, 1<k<12.

Como 0 < 1 < 11, s6lo hay 11 posibles restos diferentes. Ahora bien, como tenemos una colecciéon
de 12 restos, por el principio del palomar, debe haber al menos dos iguales. Sean esos restos 7; y
rj, entonces

a; —a; = 11'qi—|—7“i—(11~q]‘—|—7“j) = 11'(qi_qj)~

Por lo tanto a; — a; es multiplo de 11. ]

Ejemplo 2.5.- Sea A un subconjunto de seis elementos distintos de
Ny ={1,2,3,...,14}.
Prueba que A tiene al menos dos subconjuntos no vacios cuyos elementos suman lo mismo.

Como A tiene 6 elementos, el total de subconjuntos diferentes de A es 26 (ver méas adelante el
ejemplo 2.8), de los cuales uno es el conjunto vacio. Por lo tanto A tiene 63 subconjuntos diferentes
no vacios. A cada uno de esos subconjuntos le podemos asociar la suma de sus elementos, lo que
hace un total de 63 sumas diferentes posibles.

Por otro lado, la mayor suma que puede obtenerse es la correspondiente a la suma de todos los
elementos del propio conjunto A, que en el peor de los casos sera

9+104+11+12413+14 =69.

Sin embargo, en este caso, la menor de las sumas seria 9, lo que hace que la suma de los elementos
de los subconjuntos de A sea un nimero comprendido entre 9 y 69. Como esto nos da un total de
61 sumas posibles y hay 63 subconjuntos diferentes, por el principio del palomar, hay al menos
dos sumas repetidas.

En general, si A = {a; < --- < ag}, la menor suma es a; y la mayor suma es a; + - - - + ag. Como
as + - +ag <10+ 114 12 + 13 + 14 = 60, las sumas estan comprendidas entre a; y a1 + 60,
luego hay un maximo de 61 sumas posibles. El resto sigue igual. ]

2Para més informacioén, se puede consultar el capitulo 16 del libro El camino a la realidad de R. Penrose [22]
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Otros principios basicos sobre los cardinales de conjuntos son los siguientes.

Teorema 2.3.- (Principio de adicién) Sean A y B dos conjuntos finitos tales que A N B = ), entonces
|AuB|=|A| +|B|.

Este principio se generaliza por induccién. Asi, si Ay, A, ..., A, es una coleccién de conjuntos disjuntos
dos a dos, es decir A; N A; = 0 sii # j, entonces

[AiUA2 U - UA,| = |A1] + |A2] + -+ + |AL].

Notemos que el principio del palomar es una consecuencia del principio generalizado de la adicién. Asi, si las
cajas las denominamos A, As,..., A, y cada caja contiene menos de r elementos, entonces, por el principio
de adicién,

[Aj UAaU---UA,| <nr<m.
Es decir, el total de elementos que hay en todas las cajas, es inferior al niimero de objetos que hemos repartido
m.

También consecuencia del principio de adicién es el principio de inclusion-exclusion.

Teorema 2.4.- (Principio de inclusién-exclusiéon) Sean A y B dos conjuntos finitos, entonces

|JAUB| = |A| +|B|- AN B|.

Figura 2.2: Interpretacién grafica del principio de inclusién-exclusién para dos conjuntos: |[A U B| = |A| +
|B| — |AN B|.

El principio de inclusién-exclusién se puede generalizar a situaciones con mas de dos conjuntos. Por
ejemplo, en la figura 2.3 se muestra una interpretaciéon grafica del principio de inclusién-exclusién para el
caso de tres conjuntos A, B y C, que hemos coloreado de colores amarillo, magenta y cyan respectivamente.
En la figura de la izquierda aparece el diagrama de Venn de una interseccién genérica de tres conjuntos,
mostrando las 7 regiones a las que podria dar lugar. En el diagrama de la derecha aparecen las mismas 7
regiones junto con el nimero de veces (en nimeros romanos) que se contarian los elementos de cada regién
si calcularamos |A| + |B| + |C|. Notemos que hay elementos que se han contado dos veces: los que estan en
|[ANB|—|ANBNC|,en |ANC|—|ANBNC|yenen|BNC|—|ANBNC)|. Incluso hay elementos que se
han contado tres veces: los que estan en |[A N B NC|. Por lo tanto para calcular correctamente el cardinal de
la unién |AU BUC/, a la suma |A|+|B| +|C| hay que restarle los cardinales de [ANB|, |[ANC|y |BNC|. Al
hacer esto, los elementos de |[A N B N C|, que inicialmente estaban contados tres veces, los hemos descontado
tres veces, por lo que es necesario afiadir su cardinal al de |[A| + |B| 4+ |C| - |ANB|—-|ANC|—|BNC|. En
definitiva, tenemos que el cardinal de la unién de tres conjuntos es

|[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|-|AnC|—-|BnC|+|ANnBNC|.

En la formulacién més general del principio de inclusién-exclusién, si tenemos una colecciéon 4; (1 < i < n)
de conjuntos finitos, entonces

[ATUA U~ UAL =D Al = ) |AinA4
=1

1<i<j<n

+ 0D JANA N A+ (DA N AN N A

1<i<j<k<n
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a

Figura 2.3: Interpretacién grafica del principio de inclusién-exclusién para tres conjuntos: |[A U B U C| =
|A|+|B|+|C|-|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|AnBNC].

Ejemplo 2.6.- ;Cudntos enteros hay, entre 1 y 1000, que no son divisibles por 3, por 7 o por 117
Definimos los siguientes conjuntos:
A = {enteros entre 1 y 1000 divisibles por 3},
B = {enteros entre 1 y 1000 divisibles por 7},
C = {enteros entre 1 y 1000 divisibles por 11}.

Lo que nos pide el problema es |(AUBUC)°| = 1000 — |A U B U C|. Ahora bien, como uno de
cada tres ntimeros es miultiplo de 3, resulta®

4] = {i;’oJ _ 333,

Analogamente, |B| = |(1000/7)] = 142 y |C| = [(1000/11)| = 90. Por otra parte, podemos
determinar los cardinales de las intersecciones teniendo en cuenta que si z € |A N B, entonces =
es multiplo de 21, por tanto

1000 1000
sl 1] i, panct= |12 <0
1000 1000
|BnC|={7J=12, |AnBﬂC|={mJ=4.

Finalmente, por el principio de inclusién-exclusién
|[AUBUC| =333+ 1424 90 — (47 + 30+ 12) + 4 = 480
y por tanto la solucién del problema es 1000 — 480 = 520. ]
El dltimo de los principios elementales de conteo es el principio del producto, que enunciamos a continua-
cion.
Teorema 2.5.- (Principio del producto) Sean A y B dos conjuntos finitos. Si se define el conjunto
producto A x B = {(a,b);a € A, b€ B}, entonces
|A x B|=|A|-|B|.
Este principio también se generaliza por induccién para el producto cartesiano de una coleccién finita de
conjuntos, Ay, Ag, ..., A,. En este sentido,
[Ay x Ag X +-- x Ap| = |Ayq] - |A2|--- |4,

Podria decirse que, conocidos los principios bésicos del conteo, la combinatoria estd estudiada. Sin em-
bargo, aparecen con frecuencia algunos tipos de problemas que dan lugar a unas técnicas combinatorias que
reciben un nombre especial. En lo que sigue se irdn desarrollando algunas de estas técnicas.

3 |a| representa el entero m mas préximo a a tal que m < a. Comtinmente se denomina parte entera de a.
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2.4. Variaciones con repeticion

Supongamos que queremos contar el total de posibles aplicaciones que pueden construirse de un conjunto
X, de k elementos, en otro conjunto Y, de n elementos.

Una aplicaciéon f : X — Y queda completamente determinada si conocemos cada una de las imagenes
de los k elementos de X. Es decir, debemos conocer f(x;) con 1 < i < k. Esto equivale a dar una k-tupla

(f(xl)v f(x2)7 SRR f(l'k))

kveces

——N—
del conjunto Y* =Y xY x --- x Y. También es equivalente a dar una palabra de k letras del alfabeto Y
(f(z1)f(z2) -+ f(xyn)) 0 a dar una seleccién ordenada de k elementos entre los de Y (notemos que pueden
repetirse elementos de Y, es decir, puede ocurrir que f(x;) = f(z;) con ¢ # j).

La tnica condicién es que f(x;) € Y. Por tanto, el total de aplicaciones de X en Y, o el total de variaciones
con repeticion de n elementos tomados de k en k, es igual al cardinal de Y* que, por el principio del producto,
es n¥. Si denotamos a este niimero por VR(n, k), entonces

VR(n, k) = n*.

El ejemplo méas conocido sobre variaciones con repeticion es el siguiente.

Ejemplo 2.7.- ;Cudl es la probabilidad de acertar en una quiniela el pleno al quince?

Notese que dar una quiniela es dar una lista de 15 simbolos (1, X, 2), es decir, una palabra de
longitud 15 construida con el alfabeto (1, X, 2). Por tanto, segin lo visto, el total de quinielas
posibles es VR(3,15) = 35 y la probabilidad pedida es

P=35 = 6,969171937625632 x 1075,

Es interesante observar que el problema es equivalente a distribuir 15 objetos diferentes (los
partidos) en tres cajas etiquetadas (1, X, 2), con lo cula este problema se podria resolver también
usando distribuciones, una técnica que trataremos mas adelante. ]

Otro ejemplo, no tan conocido, nos permite determinar el total de subconjuntos diferentes que tiene un
conjunto dado A.

Ejemplo 2.8.- Dado un conjunto A, de n elementos, prueba que el total de subconjuntos diferentes de A es
2m,

Por ejemplo, si A = {1,2,3}, el conjunto de todos los subconjuntos de A, que recibe el nombre
de partes de A, (P(A)), es

P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

En este caso se tiene |P(A)| = 23, como dice el enunciado del problema. Para ver que esto es
asi en general, podemos identificar cada subconjunto con una palabra de longitud n del alfabeto
(0,1). Un cero en la posicién k significard que el elemento k-ésimo no pertenece al subconjunto,
mientras que un uno indicard que si pertenece. En este sentido, para el caso A = {1, 2, 3}, se tiene
la siguiente correspondencia entre subconjuntos y palabras

0 — 000 {1,2} — 110
{1} — 100 {1,3} — 101
{2} — 010 {2,3} — o011
{3} — 001 {1,2,3} — 111

Generalizando este razonamiento a un conjunto A de n elementos, el total de subconjuntos es el
total de aplicaciones entre el conjunto A y el conjunto {0,1}, es decir 2™. ]
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2.5. Variaciones

Supongamos ahora que queremos contar el total de posibles aplicaciones inyectivas que pueden construirse
de un conjunto X, de k elementos, en otro conjunto Y, de n elementos (notemos que en este caso k < n).

Como en el caso de las variaciones con repeticion, la aplicacién queda determinada si conocemos las
imégenes de todos los elementos de X. De nuevo podemos ver la aplicacion como una k-tupla de Y*, sélo
que esta vez el cardinal del conjunto

S={f:X —Y; finyectiva}

no coincide con el de Y*. S es un subconjunto propio de Y*, ya que dos elementos de X no pueden tener
la misma imagen. Dicho de otra forma, si consideramos la aplicacion f como una palabra de k letras del
alfabeto Y, ésta no tiene letras repetidas. Asi, si la aplicacién f es f(z1)f(x2)f(z3) - f(x,), entonces

f(l‘l) GY,
flz2) e Y \{f(z1)} ={y € Yy # f(z1)},
f(xs) € Y \{f(21), f(22)} ={y € Y3y # fla1),y # fla2)},

flae) € YN{f(x1), - flar-1)y ={y € YViy # f(21),...,y # flze-1)}.

Si denotamos por V(n,k) al total de aplicaciones inyectivas de X en Y y lo llamamos variaciones de n
elementos tomados de k en k, entonces, por el principio del producto,

n!

(n— k)’

donden! =n-(n—1)-(n—2)---2-1 es el producto de todos los nimeros naturales desde 1 hasta n (factorial
de n).

V(n,k)=n(n—-1)(n—-2)---(n—k+1) =

Ejemplo 2.9.- ;Cudl es la probabilidad de que entre un grupo de n personas haya dos que celebren el cum-
pleanos el mismo dia?

Calcularemos la probabilidad del suceso contrario que es méas sencilla. Es decir, calcularemos la
probabilidad de que las n personas celebren su cumpleanos en diferentes dias. Esto es equivalente
a dar una lista ordenada de n dias distintos de entre los 365 dias del ano. Por lo tanto, el total
de casos favorables es

365!

casos favorables = V(365,n) = @65 )"
—n)!

Por otra parte, los casos posibles son todas las posibles listas ordenadas de n dias, es decir,
casos posibles = VR(365,n) = 365".

Finalmente, la probabilidad pedida es

| _ casos favorables V(365,n) 1 365!

P= casos posibles ~ VR(365,n)  3657(365 —n)!’

En la tabla 2.1 se muestran algunos valores de la probabilidad p para distintos valores del nimero

de personas n.

Observemos que, a partir de 22 personas, la probabilidad es superior al 50 % y que a partir de 40
personas la probabilidad es superior al 90 %. [
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Tabla 2.1: Probabilidad de que que en un grupo de n personas haya al menos dos que celebren su cumpleanos
el mismo dia.

(n] » [ n] p

5 0.027136 35 0.814383
10 | 0.116948 40 0.891232
15 | 0.252901 45 0.940976
20 | 0.411438 50 0.970374
21 | 0.443688 55 0.986262
22 | 0.475695 60 0.994123
23 | 0.507297 65 0.997683
24 | 0.538344 70 0.999160
25 | 0.568700 75 0.999720
26 | 0.598241 80 0.999914
27 | 0.626859 85 0.999976
28 | 0.654461 90 0.999994
29 | 0.680969 95 | 0.99999856
30 | 0.706316 | 100 | 0.99999969

2.6. Permutaciones

Una permutacion de un conjunto A es una aplicacién biyectiva de A en A. El total de permutaciones de
A coincide con el total de aplicaciones inyectivas de A en A. Por tanto, si |A| = n, el total de permutaciones

sera? )
P(n) =V(n,n) :n(n—l)(n—Q)...Q.lz a —nl

En general, si f es una biyeccién entre dos conjuntos A y B con |A| = |B| = n se identifica la biyeccién

f:A— B
a; — f(ai) = b;

con la permutacién m: N,, — N,, tal que 7 (i) = j si f(a;) = b;. La permutacién 7 se escribe
1 2 3 ... n
m(1) =(2) w(3) ... 7w(n)
Las permutaciones pueden componerse, en el sentido de que si se aplican dos permutaciones seguidas se
obtiene una nueva permutacién. El conjunto de permutaciones de orden n se denota por S, y es evidente
que |S,| =nl.
Ejemplo 2.10.- Realiza la composicion de las permutaciones
(1 2 3 4 5 6 7 77_1234567
m=\s5317462) Y™ \(5423176¢6)

Como la primera permutacién envia el 1 al 5 y la segunda envia el 5 al 1, resulta, mp o m(1) =1

y entonces
o — 1 2 3 45 6 7
2T 2 5 6 37 4 )
Notemos que
oo — 1 2 3 45 6 7
mem={473 15 26)
por lo que, en general, la composicién de permutaciones no es una operacién conmutativa. [

4Por convenio se toma 0! = 1
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Algunas permutaciones reciben nombres especificos, como los ciclos.

Definicién 2.5.- Una permutacion o € S, es un ciclo de longitud r si deja fijos n — r elementos y permuta

circularmente los otros r. Es decir, existe una ordenacion (iy,is,...,i,) tal que
U(ij):ij+1, 1§j§7"—1,
o(iy) = i1,

O'(k‘):ki VkGNn\{il,iQ,...,ir}.

El ciclo se escribe como (i1ig ... iy).
Ejemplo 2.11.- La permutacion m = ( é ? Z ;l 2 3 ; ) es un ciclo de longitud 7 que se escribe
(1567342).
. L 1 2 3 45 . . .
Ejemplo 2.12.- La permutacion mo = 5 9 3 1 4 )csun ciclo de longitud 3 que se escribe (154).

El resultado mas interesante sobre ciclos es el siguiente
Teorema 2.6.- Toda permutacion puede ponerse como una composicion de ciclos.

Demostracion. La manera de demostrarlo, sin entrar en muchos detalles, es como sigue. Sea o la
permutacién de S, que queremos descomponer en ciclos. Comencemos por considerar el 1 y la
secuencia (1), 0%(1) = o(o(1)), 03(1), ..., hasta encontrar un r < n tal que 0" (1) = 1. De esta
forma tenemos el ciclo (1o(1)o?(1) ... 0"71(1)). Si r = n hemos terminado y o es un ciclo de
longitud n que recibe el nombre de permutacion ciclica. Si r < n, tomamos un nimero i; que no
esté en el ciclo del 1 y calculamos o (i), 02(i1), ..., hasta llegar a un s < n —r tal que o(iy) = iy.
Obtenemos el ciclo (i1 o(i1) ... 0 1(i1)). Si r + s = n hemos terminado y

o=1a(1)0%1) ... c" Y1) 0 (i1 (i) ... o° L(ir)).

En caso contrario, continuamos hasta incluir todos los niimeros en algin ciclo. ]

Ejemplo 2.13.- Descompon en ciclos la permutacion
(1 2 3 45 6 7 89
T\3 5784612 9)
Siguiendo la demostracién del Teorema 2.6, empezamos por considerar el ciclo al que pertenece el
1. De esta forma vemos cudl es la imagen del 1, luego la imagen de la imagen y asi sucesivamente

hasta regresar al 1.
1—3—7—1=(137).

Tomamos ahora el primer niimero no incluido en el ciclo anterior y construimos el ciclo al que
pertenece, (25438). Continuamos hasta ver que

o= (137)(2548)(6)(9). m

Si en lugar de permutar nimeros, permutamos las cartas de una baraja, se dice que estamos haciendo
una mezcla. Cuando mezclamos varias veces las cartas de una baraja, estamos componiendo permutaciones
(operacién que, como sabemos, no es conmutativa).

Algunas aplicaciones de la descomposicién en ciclos pueden encontrarse en diferentes trucos de magia
realizados con una baraja. Se trata de aparentar un desorden de las cartas, cuando en realidad se estan
haciendo ciertas permutaciones, cuya descomposicién en ciclos se conoce. Para ello, resulta 1til saber que
si un ciclo de longitud r se itera r veces, entonces todos los elementos quedan como al principio. Es decir,
o"(k) =k, 1<k<n.
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Ejemplo 2.14.- Los numeros del 1 al 15 estdn dispuestos en forma de matriz 3 X 5. Se reordenan, leyendo
los mimeros por filas y escribiéndolos por columnas

1 2 3 4 5 1 4 7 10 13
6 7 8 9 10 — 2 5 8 11 14
11 12 13 14 15 3 6 9 12 15

¢Después de cudntas repeticiones de este proceso la tabla quedard como al principio?

El reordenamiento de la tabla no es mas que una permutacién de S5, que descompuesta en ciclos
se escribe como

(1)(241014126)(37513911)(8)(15)

Por lo tanto como los ciclos son de longitud 1 6 6, depués de 6 repeticiones la tabla quedara como
estaba. [

Ejemplo 2.15.- Una mezcla faro (o mezcla perfecta) se efectia de la siguiente manera:
» Se divide el montdn de cartas exactamente por la mitad.

= Se mezclan las cartas de forma que se vayan alternando de una en una las cartas de una mitad con las
de la otra.

Se distinguen dos tipos de mezcla:

= Faro out: cuando las cartas superior e inferior del monton inicial mantienen sus posiciones después de
la mezcla.

= Faro in: cuando, después de la mezcla, la carta superior pasa al seqgundo lugar y la inferior al pendiltimo
lugar.

Si realizamos una mezcla faro in con 10 cartas, jcomo han quedado ordenadas las cartas? Si realizamos
varias mezclas faro in consecutivas, ;se puede recuperar la ordenacion inicial? En caso afirmativo, ;después
de cudntas mezclas? ;Qué ocurre con las mezclas de faro out?

Si denotamos I(j) la posicién de la carta j después de una mezcla faro in, tenemos la siguiente
permutacion:
I:<12345678910>
2 46 8 101 3 5 7 9

Como esta permutacion es un ciclo de longitud 10, después de 10 mezclas faro in consecutivas,
volvemos a la posicién inicial.

La ordenacién resultante después de hacer una mezcla faro out es la siguiente:
0_12345678910
“\1 35 79 2 46 8 10 )
Esta permutacién se puede expresar como el producto de dos ciclos de longitud uno, un ciclo de
longitud seis y otro ciclo de longitud dos:
(1)(235986)(47)(10)

Como el minimo comuin multiplo de 2 y 6 es 6, se recupera la posicion inicial después de 6 mezclas
faro out. [

Existen muchos problemas matematicos interesantes relacionados con las mezclas faro in y faro out y, en
general, con las mezclas de cartas®. Por ejemplo, se conoce [7] que el nimero de mezclas necesarias para que

5Para més informacién sobre problemas de mezclas de cartas, se puede consultar el articulo de V. Alvarez, P. Fernadndez y
M. A. Méarquez, Cartomagia matemdtica y cartoteoremas mdgicos, [1] o los libros The book of numbers de J. Conway y R. Guy
[7] o Magic tricks, card shuffling and dynamic computer memories de S. B. Morris [20].
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una baraja de n cartas vuelva a su posicién inicial es el menor entero k (llamado orden de la permutacién)
que cumple:

28 =1 (mod n) si n es impar

28 =1 (modn—1) sin espary la mezcla es faro out

2" =1 (modn+1) sin espary la mezcla es faro in.

Aqui se ha empleado la nocién de congruencia entre niimeros enteros. En general se dice que a es congruente
con b médulo m, y se escribe a = b(mod m), m € N, si a y b tienen el mismo resto al dividirlos por m o,
equivalentemente, si existe p € Z tal que a = pm + b.

En la tabla 2.2 se muestran algunos 6rdenes de la permutacién para distintos valores de n.

Tabla 2.2: Ordenes de permutacién de algunas mezclas faro in y faro out.

n | Faroin | Faroout || n | Faro in | Faro out
2 2 1 11 10 10
3 2 2 12 12 10
4 4 2 13 12 12
5 4 4 14 4 12
6 3 4 15 4 4
7 3 3 16 8 4
8 6 3 17 8 8
9 6 6 18 18 8
10 10 6 19 18 18

Por ejemplo, para una baraja americana con 52 cartas, el nimero de mezclas necesarias para que la baraja
vuelva a su posicién inicial con una mezcla faro out es 8, (28 = 5 x 51+ 1). Sin embargo, con una mezcla faro
in, el nimero de mezclas necesarias es 52 (252 = 84973 577874915 x 53 + 1).

2.7. Numeros de Stirling de primera clase

Planteemos ahora la siguiente pregunta: ;Cuantas permutaciones de S, se descomponen en k ciclos?
Denotemos a este niimero por 7], que denominaremos ndmero de Stirling de primera clase.

Una formulacién alternativa de este problema es la siguiente: jde cuintas maneras se pueden sentar n
personas en k mesas redondas sin que ninguna quede vacia? La respuesta a esta pregunta es también el

nimero de Stirling de primera clase [}].

Algunos de estos niimeros son faciles de calcular. Por ejemplo, [Z] representa el total de permutaciones
que se descomponen en n ciclos. En este caso, cada elemento forma un ciclo de manera tnica y por tanto

n] _
[n] =1

También es facil calcular m Ahora se trata de ver cudntas permutaciones se descomponen en un sélo
ciclo. Para ello, observemos que los siguientes ciclos son equivalentes

(ABCD)=(BCDA)=(CDAB)=(DABC).

De alguna manera, el primer elemento del ciclo lo podemos fijar y sélo es necesario cambiar los siguientes
elementos de orden para obtener ciclos distintos. Por lo tanto

m =(n—1)

Supongamos que conocemos los nimeros de Stirling de primera clase para el caso de las permutaciones
de n — 1 elementos y queremos calcular [Z] Distinguiremos dos situaciones:

1. En la primera supondremos que el elemento n forma un ciclo de longitud 1. Entonces, los n—1 elementos

restantes estdn en k — 1 ciclos, lo que aporta un total de [Z:ﬂ posibles descomposiciones.
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Tabla 2.3: Numeros de Stirling de primera clase.

n | [f] 2] [5] [4] [£] ] [7]
1 1
2 1 1
X2
N l
3 2 3 1
X3 x3
N 1 N\ !
4 6 11 6 1
x4 x4 x4
N\ 1 N ! N
) 24 50 35 10 1
x5 x5 x5 x5
N ! N ! NN ]
6 | 120 274 225 85 15 1
X6 X6 X6 X6 X6
N l N ! A A
7 | 720 1754 1624 735 175 21 1

2. En la segunda supondremos que n no es un ciclo de longitud 1. Por tanto ahora los n — 1 elementos
restantes estan en k ciclos, mientras que el elemento n puede ser introducido en cualquiera de ellos de
todas las formas posibles. Por ejemplo, si tenemos la descomposicion

(ABC)(DE)

y queremos insertar un sexto elemento F', lo podemos hacer de las 5 maneras siguientes

Generalizando este razonamiento, n puede introducirse de n—1 formas diferentes y esto nos da (n—1)[
nuevas descomposiciones. Por lo tanto

n n—1 n—1
= -1 . 2.1
=l 2
En la tabla 2.3 se dan los ntimeros de Stirling hasta n = 7. Obsérvese que si se suman todos los nimeros de
Stirling en una misma fila (fila k-ésima por ejemplo) se obtiene el factorial de k, k!.

n;l]

La relacién de recurrencia (2.1) permite construir una funcidn generadora de los nimeros de Stirling. En
efecto, si denotamos por ™ al siguiente producto

n factores

2" =z(z+1)(z+2)...(x+n-1),

entonces, aplicando (2.1) y utilizando el principio de induccién matemaética, resulta

o = [ﬂx—i— [;L:|x2+ [g}x3+~-~+ mxn - Z mm’“ (2.2)

k=1
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De alguna manera, la funcién F(x) = 2™ genera los ntimeros de Stirling, ya que una vez desarrollada nos
permitiria generar la misma tabla 2.3, sin necesidad de recordar la forma en que fue construida. Es decir, la
funcién F(x) recoge la propiedad fundamental de recurrencia de estos niimeros. De esta forma, si quisiéramos
conocer los nimeros de Stirling para n = 8, basta calcular F(x) con n = 8. Asi,

28 = 50402 + 1306822 + 1313223 + 6 7692* + 196025 + 3225 + 2827 + 28

y, por ejemplo [§] = 1960.

Ejemplo 2.16.- Sea P}* la suma de todos los posibles productos de k factores tomados del conjunto {1,2,...,n}.

Prueba que P! = [n_TH_k]

Antes de hacer la demostracion, veamos un ejemplo concreto, para ilustrar el comportamiento de
PP oAsi, Pf=1-2-3+1-2-441-3-442-3-4 =50 que, efectivamente, coincide con [3].
La demostracién se sigue de la funcién generadora de los nimeros de Stirling de primera clase®.

En efecto, consideremos z"*1!:

B n+1 n
xn_H:m(x+1)(x+2)...(x+n)zz|: _]L'l]xk
k=1

El coeficiente de z* es por un lado [”;gl], pero por otro es el que se obtiene de la suma de los

productos de n + 1 — k ndmeros entre 1 y n (de k factores se toma x y del resto un nimero).
Por lo tanto, el coeficiente de 2"#~1 es igual a la suma de todos los productos formados por k
factores entre 1 y n. ]

Los ntmeros de Stirling aparecen en contextos muy diversos, aparentemente con poca conexién con la
Combinatoria, como por ejemplo en algoritmos para la suma de series o en aproximaciones asintéticas de
funciones especiales.

2.8. Combinaciones

Sea A un conjunto de n elementos y preguntémonos por el total de subconjuntos de k elementos diferentes
que podemos formar. Cada uno de estos subconjuntos puede entenderse como una seleccién (no ordenada)
de k elementos de los n elementos del conjunto de partida. También diremos que se trata de una combinacion
de n elementos tomados de k en k, o de orden k.

Al nimero de subconjuntos de k elementos (0 < k£ < n) de un conjunto de n elementos se le denota por
(Z) o por C(n, k) y se dice n sobre k, o también, nimero o coeficiente binomial o combinaciones de n sobre

k.

Para calcular (Z) observemos que cada aplicacién inyectiva f : Ny — A define un subconjunto de k

elementos de A, que es el conjunto de las imdgenes de Ny, esto es S = {f(1), f(2),..., f(k)}. Ahora bien, este
subconjunto esté generado por k! aplicaciones inyectivas diferentes (basta ordenar de todas las formas posibles
las imégenes). Por tanto, se tiene que el total de aplicaciones inyectivas es k! veces el total de subconjuntos

de k elementos de A, es decir,
n n V(n, k) n!
k) = k! = = = .
Vin, k) (k) (k) k! Kl(n — k)!

Otra forma de calcular los coeficientes binomiales es apoyandose en lo que representan. Asi, es facil ver que

. ) =1 ()= ()=r () -0rom

ya que, por ejemplo, (n) representa el total de subconjuntos de n elementos que pueden formarse a partir
de un conjunto A con n elementos. Esto es, obviamente, uno. A partir de estas relaciones bésicas se tiene el
siguiente resultado.

6Una demostracién elegante de este problema puede verse en A.T. Benjamin, G.O. Preston y J.J. Quinn: A Stirling encounter
with harmonic numbers, Mathematics Magazine, 75, 95—103, 2002.
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Teorema 2.7.- Para cada k, tal que 1 < k <n, se cumple

n\ (n-—1 + n—1

k) \k—-1 k)
Demostracion. Sea A un conjunto de n elementos y € A un elemento cualquiera de A. Los
subconjuntos de k elementos de A pueden dividirse en dos clases:

a) Aquéllos que contienen al elemento x, que podemos escribir como
U={SCA;|S=kyxeS}

b) Aquéllos que no contienen al elemento z, esto es,
V={SCA;|S|=kyx¢S}.

Es evidente que (}) = |[UUV|=|U|+|V|yaque UNV = 0.

Observemos que S € U si y s6lo si S\ {z} es un subconjunto de k¥ — 1 elementos de A\ {z}. De
esta forma en U hay tantos elementos como selecciones de k — 1 elementos puedan hacerse de un
conjunto de n — 1 elementos y, por tanto, |U| = (Zj)

Anélogamente, S € V si y sélo si S es un subconjunto de k elementos de A\ {z}. Por lo tanto
-1
V= (nk )
. . -1 -1
De lo anterior se sigue que (7) = (77;) + (") n
Lo que este resultado nos proporciona es una forma recursiva de calcular los coeficientes binomiales como
se puede ver en la tabla 2.4, que recibe el nombre de tridngulo de Pascal o de Tartaglia. Obsérvese que la

suma de cada una de las filas es igual a 2", es decir, el total de subconjuntos de un conjunto de n elementos
(véase el ejemplo 2.8). Esto puede probarse también gracias al teorema del binomio.

Teorema 2.8.- (Teorema del binomio) Sean a y b nidmeros reales y n > 1, entonces se cumple

(a+b)" = i(;;)a"_kbk

k=0

_ n n n n—1 n n—kik n n
= <0>a +<1>a b+ —|—<k>a b" + —|—<n>b.

n veces

Demostracion. Se tiene que (a + )" = (a+b)(a+b)---(a+b). Por lo tanto, obtenemos un
término de la forma a” *b* cuando multiplicamos a de n — k factores y b de k factores. Pero
esto puede hacerse de (Z) formas, ya que basta especificar los k factores, de los n posibles,
correspondientes a las b. u

Como consecuencia de este teorema se pueden deducir algunas relaciones relevantes como las que se
apuntan a continuacién:

1.- La funcién generadora de los nimeros binomiales (Z) es (14 z)™ ya que:

(1+z)" = kz:% (Z)a:’f
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Tabla 2.4: Triangulo de Pascal para el calculo recursivo de los coeficientes binomiales

1
1 1
NS
1 2 1
NSNS
1 3 3 1
NSNS N S
1 4 6 4 1
2 2 2 2
4_n+n+n+”'+n:2n
N0 1 2 n n)
Las relaciones 2 y 3 son inmediatas de ver sin més que tomar a =b =1 en el primer casoya=1,b= —1en

el segundo caso. La cuarta de las relaciones surge de la aplicacién del teorema del binomio para (1 + )27,
ya que
(1+2)*=1+a2)"(1+a)"

y entonces

() () (Yo (Yo = () o (oo (H

La identidad se obtiene al comparar los coeficientes de z™.

Los ejemplos en los que podemos aplicar combinaciones son muchos. Por ejemplo, nos sirven para calcular
las probabilidades de acertar en la primitiva.

Ejemplo 2.17.- Calcula la probabilidad de acertar en un sorteo de loteria primitiva los 6 numeros de la
combinacion ganadora. Calcula también la probabilidad de acertar 5 y el complementario.

Como en ejemplos anteriores, la probabilidad se obtiene a través del cociente

casos favorables

casos posibles

Ahora bien, los casos posibles son todas las elecciones de 6 nimeros de entre 49, esto es
. 49
casos posibles = 6 )= 13983 816.

Por otra parte, s6lo hay un caso favorable para acertar los 6 niimeros y entonces la probabilidad
pedida es

Ds = 7,151123842018516 x 1075,

~ 13983816
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Para calcular ahora la probabilidad de acertar 5 mas el complementario, notemos que deberemos
haber marcado necesariamente el complementario y 5 ntimeros méas de entre los otros 6 de la
extraccion. Por lo tanto los casos favorables son (g) = 6 y la probabilidad pedida es

= =49 430521111 x 10~7
P5+e = 13083816 ,290674305 x 1077,

que como se ve es 6 veces mayor que la de acertar los 6 niimeros.

Para completar este ejercicio, se puede calcular la probabilidad de tener 5, 4 6 3 aciertos en un
sorteo de la loteria primitiva. En concreto, se tiene que ps = 0,0000180208, py = 0,00096862 y
p3 = 0,0176504. ]

Ejemplo 2.18.- Dado el conjunto Na,, calcula el total de subconjuntos que tienen igual de numeros pares
que de impares.

Podemos dividir el conjunto Ny, en dos partes disjuntas, separando los ntimeros pares de los
impares. De este modo, formamos los conjuntos

P = {k € Na,; kes par}, T = {k € Ng,; kes impar},

que tienen cada uno de ellos n elementos.

Asi, para formar un subconjunto con el mismo nimero de pares que de impares hay que tomar
igual niamero de elementos del conjunto P que del Z. En este sentido, si tomamos k elementos de
cada conjunto, el total de subconjuntos con k pares y k impares es (})(}). Por lo tanto el total

de subconjuntos sera
2 2 2 2
n n n n n T n
0 1 2 n

y por la relacién 4 de los coeficientes binomiales esto es igual a (27?)

Este resultado puede obtenerse directamente si nos fijamos en lo siguiente. Cada vez que ele-
gimos un subconjunto de n elementos de Ny, automaticamente se forma otro con otros n ele-
mentos. Llamemos a estos subconjuntos A y B. Resulta que si A tiene k nimeros pares en-
tonces tiene m — k impares y, por lo tanto, B tiene n — k pares y k impares. Juntemos aho-
ra los k numeros pares de A con los k ndmeros impares de B y entonces tenemos un sub-
conjunto con tantos ntimeros pares como impares. Es decir, a cada eleccion de n elementos
de Ny, le corresponde un conjunto con el mismo nimero de pares que de impares y, a la in-
versa, a cada subconjunto C' con el mismo ntimero de pares que de impares le corresponde
un subconjunto de n elementos de Ng, (basta con tomar A = {z € C;zpar} U {y € Ny, \
{C};yimpar}). Por lo tanto el total de subconjuntos con la misma cantidad de pares que de
impares es igual al total de selecciones de n elementos de entre los 2n de Ny,, esto es, (2:).

]

2.9. Combinaciones con repeticion

Sea A = {aj,as,...,a,} un conjunto de n elementos. Una combinacién con repeticién de orden k (o una
combinacién con repeticiéon de n elementos tomados de k en k) es un conjunto de k elementos formado con
elementos de A, donde éstos se pueden repetir. Esto equivale a dar una lista no ordenada de longitud k,
formada con elementos de A, los cuales se pueden repetir.

Dar una lista de estas caracteristicas es lo mismo que decir cudntas veces aparece en la lista cada uno de
los elementos de A. De este modo hay una correspondencia uno a uno entre las combinaciones con repeticion
de orden k y las soluciones enteras no negativas de la ecuacién

1+ r2t+zs+ -+, =k

Cada z; > 0 es el nimero de veces que aparece en la lista el elemento a;.
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Ejemplo 2.19.- ;De cudntas maneras pueden colorearse cinco pelotas con dos colores?

Esto equivale a dar una lista no ordenada de longitud 5, formadas con los dos colores disponibles,
supongamos b y r. O lo que es lo mismo, decir cuantas pelotas pintamos de cada color. Por lo
tanto a cada solucién de la ecuacién

T+ T2 =25

le corresponde una combinaciéon con repeticion de 2 elementos tomados de 5 en 5. Como las
posibles soluciones son

1 =95, x9=0; 1 =2, x2=3;
r1 =4, x2=1; r1 =1, x2=4
1 =3, x9=2; x1 =0, x9=25,
el total de combinaciones con repeticiéon de 2 elementos tomados de 5 en 5 es 6. [

Para calcular el total de combinaciones con repeticién de n elementos de orden k (CR(n,k)) podemos
proceder de dos formas. En primer lugar observemos que toda combinacién con repeticién puede escribirse
como una secuencia de ceros y unos. En efecto, escribamos tantos unos como veces aparezca el elemento a;
en la combinacién, a continuacién escribamos un 0, para indicar que vamos a empezar a contar el elemento
as. A continuacion escribamos tantos unos como veces esté as en la combinacion y asi sucesivamente. Al final
habremos escrito k£ unos y n — 1 ceros, es decir, tantos unos como elementos hay en la combinacién y tantos
ceros como separadores se necesitan entre los elementos de A. Veamos la relacién entre las secuencias de ceros
y unos y las combinaciones con repeticién para el caso del ejemplo 2.19.

T = 5, Tog = 0, — 111121 — 111110,
1 =4, x3=1, — 11712122 — 111101,
Tl = 3, To = 2, — T1T1T1T2TQ — 111011,
T =2, x2=3, — T1x1T2x2xy —— 110111,
r1 =1, x9=4, — x1Xx2T2x2x2 — 101111,
T = 0, To = 5, — ToXoXoX2XQ — 011111.

Como la correspondencia entre secuencias de ceros y unos y combinaciones con repeticién es biyectiva resulta

CR(n, k) = <”+Z_1>,

yva que basta especificar la posicién de los k unos en la secuencia de longitud n + k& — 1 de ceros y unos.

También puede calcularse CR(n, k) de forma recursiva como se muestra en el siguiente resultado.
Teorema 2.9 Sin, k > 1, entonces
CR(n,k) = CR(n — 1,k) + CR(n,k — 1),
con CR(n,1) =n y CR(1,k) = 1.

Demostracion. Tomemos a; como elemento de referencia. Las combinaciones con repeticién po-
demos dividirlas en dos clases: las que tienen al elemento a; y las que no. De la segunda clase
es evidente que hay tantas como combinaciones con repeticién de n — 1 elementos tomados de k
en k. Para saber ahora cuantas hay de la primera clase procedemos de la siguiente forma. Puesto
que hay por lo menos un elemento a;, quitamos uno y nos queda una combinacién con repeticiéon
de n elementos tomados de kK — 1 en k — 1. Por lo tanto,

CR(n,k) = CR(n — 1,k) + CR(n,k — 1).

Por otra parte, es evidente que CR(n,1) = n y CR(1,k) = 1. Asi, podemos calcular las combina-
ciones con repeticion mediante el esquema que se indica en la tabla 2.5. [
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Tabla 2.5: Célculo recursivo de las combinaciones con repeticién.

CR(1,1) =1 CR(1,2) =1 CR(1,3) =1 CR(1,4) =1
! ! !

CR(2,1)=2 — CR(22)=3 — CR(2,3)=4 — CR(24) =5
! ! !

CR(3,1)=3 — CR(3,2)=6 — CR(3,3)=10 — CR(3,4) =15
! ! !

CR(4,1)=4 — CR(4,2)=10 — CR(4,3)=20 — CR(4,4)=35

Las combinaciones con repeticién también pueden entenderse como distribuciones. De hecho, el problema
de dar una lista no ordenada de longitud k, formada con los n elementos del conjunto A, donde éstos se
pueden repetir, es equivalente a distribuir k£ objetos idénticos en n cajas etiquetadas. Resulta evidente que
una tal distribucién puede asociarse con una solucién en enteros no negativos de la ecuacion

1+ 22 +x3+ -+ 2 =k,

donde x; representa el nimero de objetos que recibe la caja i-ésima. Pero esto mismo sucedia con las combi-
naciones con repeticion.

Ejemplo 2.20.- ;De cudntas formas pueden distribuirse 10 objetos idénticos en 5 cajas diferentes si ninguna
puede quedar vacia?

Como acabamos de ver, si llamamos x; al nimero de objetos que recibe cada caja, el problema se
reduce a calcular el total de soluciones de la ecuacién

T, 4+ To + T3+ T4 + 25 = 10,

con la condicién x; > 1.

Puesto que cada caja recibe por lo menos un objeto, podemos considerar que ya tenemos 5
objetos distribuidos y nos resta distribuir los otros 5 sin ninguna restriccién. Por lo tanto, el total
de distribuciones sera el total de soluciones de la ecuacién

T1+xo+ a3+ T4+ x5 =5,

con la condicién x; > 0. Pero esto es CR(5,5) = 126. |

Ejemplo 2.21.- ;Cudntos nimeros menores que 1000000 son tales que sus cifras suman 159

Los niimeros menores que 1000000 pueden ser considerados como niimeros de seis cifras, donde
éstas pueden ser cero en cualquiera de las posiciones. Asi, el nimero 567 puede verse como 000567.
Teniendo esto en cuenta y llamando ¢; a las cifras del namero, se tiene que cumplir que

Cl+02+63+04+05+66:15, (23)

con la condicion 0 < ¢; < 9.

Si no hubiera restricciones, el total de soluciones de la ecuacion (2.3) seria CR(6,15) = 15504.
Ahora bien, aqui estamos contando soluciones para las que alguna de las cifras es mayor que 9.
Por lo tanto hay que descontar todas estas posibles soluciones.

Supongamos que una de las cifras, por ejemplo la tltima, valiera 10, entonces, las otras 5 deberian
sumar 5. Si valiera 11, las otras sumarian 4. Si valiera 12, las otras sumarian 3, y asi sucesivamente.
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Entonces, hay que restar todas las soluciones de las ecuaciones

1+ xo+ a3+ T4+ x5 =5,
T1 4+ To+ 23+ T4+ 25 =4,
T1+ To+ T3+ T4+ 25 =3,
T1+ To+ T3+ T4+ 5 =2,
T1+ T+ a3+ T4 +25 =1,
1+ 2o+ a3+ 24+ 25 =0.

Estas son CR(5, 5)+CR(5,4)+CR(5, 3)+CR(5, 2)+ CR(5, 1)+ CR(5, 0) = 126+ 70+35+15+5+1 =
252.

Puesto que la cifra que puede valer mas de 9 es cualquiera de las 6, la solucién del problema seréa

15504 — 6 - 252 = 13992.

Veamos una forma de encontrar una soluciéon més compacta del sistema de ecuaciones (2.4). Estas
6 ecuaciones se pueden resumir en la desigualdad

T1+To+ T3+ T4+ 25 < 5.

Si introducimos una sexta variable z¢ y transformamos la desigualdad en igualdad, tendremos la
ecuacion
Ty +x9 + 23+ 24 +T5 + 16 = 5. (2.5)

Puesto que 0 < x4 < 5, resulta que cuando zg = 0, las otras cinco variables satisfacen la primera
de las ecuaciones en (2.4). Si ¢ = 1 las otras cinco variables satisfacen la segunda ecuacion en
(2.4) y asi sucesivamenete. Por lo tanto, las soluciones de (2.4) son las soluciones de (2.5), es
decir, CR(6,5) = 252. Haciendo la misma consideracién que antes, la solucién del problema es
CR(6,15) — 6 - CR(6,5) = 13992. ]

2.10. Permutaciones con repeticion

Consideremos un conjunto A = {ay,as,...,ax} de k elementos y una lista ordenada de longitud n donde
el elemento a; se repite ay veces, el as ag veces y, en general, el a;, a; veces (ay +ag+ -+ ar =ny
a; > 1). Esto es equivalente a distribuir n objetos diferentes en k cajas, de modo que la caja i-ésima recibe «;
objetos. También puede interpretarse como una aplicacién de un conjunto de n elementos en otro conjunto
de k elementos A tal que envia a; elementos a aq, ..., ap elementos a ay.

El total de listas distintas de longitud n formadas con a; veces ay, ..., ai veces aj se representa por

n
P(n;al,--~7ak)=< ) artag+--+ap=n, o =>1
QlO{Q"'OLk

Este nimero se conoce como coeficiente multinomial.

Teorema 2.10.- Se satisface la siguiente igualdad:

n n!
a0 - - - O a1!a2!---ak!'

Demostracion. Podemos probarlo de dos formas diferentes. Visto el problema como una distri-
bucién de n objetos diferentes en k cajas, de forma que la caja i-ésima recibe «; objetos, basta
con determinar cudles son los objetos que van a parar a cada una de las cajas. Como la primera
caja recibe oy objetos, ésta puede recibir un total de (:1) colecciones distintas de ay objetos.
La segunda caja podra recibir cualquier coleccién de as objetos de los n — «y restantes y asi
sucesivamente. Por tanto se tiene

(onnat ) = @) ()

n! (n—aj)! (n—a; —as)! op!

arl(n —a)! agl(n —ag — ag)! agl(n — a1 — as — ag)! ap!’
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de donde se sigue el resultado, sin méas que simplificar.

La otra forma de verlo es considerando las ordenaciones de los n elementos. Si todos fueran
diferentes habria n! ordenaciones. Ahora bien, como el primer elemento, a1, se repite ay veces, la
ordenacién no cambiara si se intercambian entre si los elementos a;. Como se pueden intercambiar
de ;! formas distintas, el total de ordenaciones habra que dividirlo por ese factor. Razonando
analogamente con el resto de elementos, se llega al resultado pedido

n n!
= — [
Qi O atlasg! - - ap!

Ejemplo 2.22.- Calcula el nimero de palabras distintas que se pueden hacer reordenando las letras de ABRA-
CADABRA.

Sea el conjunto X = {A,B,C,D,R}. ABRACADABRA es una lista ordenada de elementos de X
de longitud 11, donde A se repite 5 veces, B 2 veces, C una vez, D una vez y R dos veces. Esto es
lo mismo que haber construido la siguiente aplicacién de Ny; en X

f:Niy — X ={A,B,C,D,R};
=[f(4)=/06)=[(8)=/r(11)=A

I
f@)=7109)=8B
fB)=r(10)=R
fG)=C¢C
f(1)=D

o bien haber distribuido los objetos de Ni; en las cajas A, B, C, D, R, de forma que la caja A
recibe los objetos 1, 4, 6, 8, 11, la B los objetos 2 y 9, la C el objeto 5, la D el objeto 7 y la R los
objetos 3 y 10.

El ntimero de palabras distintas que se pueden hacer con las letras de ABRACADABRA es, por

tanto,
11 11!
831
<522> pigig) — o3100- =

Figura 2.4: Disposicién de los platillos para el ejemplo 2.23.

Ejemplo 2.23.- Doce platillos de forma idéntica se ordenan en cuatro columnas verticales, como se muestra
en la figura 2.4. Hay cuatro de color rojo en la primera columna, tres de color azul en la seqgunda columna,
dos verdes en la tercera columna y tres blancos en la cuarta. Para entrar en el equipo de tiro de la universidad
es necesario romper los doce platillos (usando sélo 12 balas) y para esto siempre se debe romper el platillo
que queda en la parte inferior de alguna de las columnas. En estas condiciones, ;de cudntas formas se puede
disparar y romper los 12 platillos?

El problema es equivalente a ordenar los 12 platillos. Por ejemplo, la ordenacién

RRBAAV RVBBAR
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significa que primero disparamos a dos platillos rojos, luego a uno blanco, después a dos azules, etc.
Por tanto la solucién del problema son las ordenaciones de 12 elementos del conjunto {R, A, V, B},
donde R se repite 4 veces, A tres veces, V dos veces y B tres veces, es decir

12 12!
(43 2 3) a3y 220 .

Ejemplo 2.24.- ;Cudl es la probabilidad de que al repartir una mano de tute, con una baraja espaiiola de 40
cartas, cada jugador reciba un as?

Como en ejemplos anteriores, la probabilidad pedida es

casos favorables

casos posibles

Para determinar los casos posibles, vemos que lo que tenemos que hacer es distribuir 40 cartas
distintas entre 4 jugadores diferentes, de forma que cada jugador recibe 10 cartas. Esto, segin

hemos visto es
40 40!
10101010/  10M°

Otra forma de llegar al mismo resultado es viendo que el primer jugador puede recibir un total
de (‘113) manos distintas, el segundo (‘;’8), el tercero @8) y el altimo (}8), Es decir

. 40\ (30Y /20\ /10 40!
casos posibles = = —.
10/ \10/ \10/ \ 10 1014

Para determinar los casos favorables, dividimos el problema en dos partes. En primer lugar re-
partimos los ases entre los 4 jugadores (4! formas diferentes) y después distribuimos las 36 cartas
restantes. Razonando como antes se tiene

36 36!
casos favorables = 4!< ) =4—.

casos posibles = (

9999 914

41361014

Por tanto p = 10191

= 0,109421. [ ]

2.11. Particiones

Una particion de un conjunto A de n elementos en k partes es una familia de k£ subconjuntos disjuntos no
vacios de A tales que su unién es el propio conjunto A. De esta forma si Ay, As, ..., A son los subconjuntos
de la particién, entonces

1.- A; no vacio.
2.- AiﬁAj:®81i7éj.
3- AjUAU---UA, = A

i Cuantas particiones diferentes se pueden hacer de un conjunto de n elementos en k partes? Denotemos a
tal nimero {Z}, que recibe el nombre de nimero de Stirling de sequnda clase.

Vamos a examinar un caso concreto con la idea de encontrar un procedimiento que podamos generalizar
para obtener {Z} Supongamos que queremos contar todas las particiones de un conjunto de 4 elementos en
4
dos partes, {2}

Primera aproximacion. Hay dos tipos de particiones:
a) Las que estan formadas por dos subconjuntos de dos elementos

b) Las que estdn formadas por uno de tres elementos y otro de uno.
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Las de tipo b) se pueden contar ficilmente. Habra 4 de ellas, ya que el subconjunto que sélo tiene un elemento
puede elegirse de 4 formas distintas, tantas como elementos tiene el conjunto.

Para contar las de tipo a) podemos pensar que elegida una de las partes, la otra queda fijada. Como elegir
una parte es elegir 2 elementos entre 4, resultard que hay (3) particiones de este tipo. Por tanto el total de
particiones seria 4 + (3) = 10.

Sin embargo el total de particiones es 7. De alguna manera hemos contado de més en el razonamiento
anterior. En efecto, consideremos la forma en que hemos contado las particiones de tipo a). Hemos tomado
una de las partes de todas las formas posibles con la seguridad de que la otra parte queda completamente
determinada. Examinemos esto mas despacio:

parte seleccionada {1,2} | {1,3} | {1,4} | {2,3} | {2,4} | {3,4}
parte que queda determinada | {3,4} | {2,4} | {2,3} | {1,4} | {1,3} | {1,2}

Como vemos, la seleccién {1,2} y la {3,4} dan lugar a la misma particién. Lo mismo sucede con la {1,3} y
la {2,4} ola {1,4} y la {2,3}. En realidad cada particién aparece dos veces, por lo que sélo hay 3 particiones
distintas de tipo a), lo que hace un total de 7.

Segunda aproximacion. Como antes, dividiremos las particiones en dos tipos:
a) Las que el {4} es una de las partes.
b) El resto de particiones, es decir aquéllas en las que el 4 estd en una de las partes junto a otros elementos.

De las del tipo a) sélo hay una, pues el resto de elementos tiene que formar necesariamente la otra parte.
Las del segundo tipo pueden contarse si prescindimos del 4 y nos dedicamos a distribuir los otros 3
elementos en dos partes. Esto se puede hacer de 3 formas

{1y {233 [{2h {13 (3 {1,2}]

Ahora insertemos el elemento 4 de todas las formas posibles en cada una de las partes

{1}, {23} [{2h, {13} ({3} {1.2}]
NS NS NS
4 4 4

Hemos generado 6 particiones, lo que hace un total de 7.
Esta segunda forma de contar las particiones es la que se puede generalizar para llegar al siguiente resultado

Teorema 2.11.- Los nimeros de Stirling de sequnda clase satisfacen la siquiente relacion de recurrencia:
n n—1 n—1
R AN
AN A
1 n

Demostracion. Basta seguir la segunda aproximacién de antes. Consideremos dos tipos de parti-
ciones

= {n} es una de las partes. El resto de n — 1 elementos estdn en k — 1 partes. En total {Zj}

= n estd en alguna de las partes con mas elemenos. Prescindamos de n, entonces el resto de
n — 1 elementos estd en k partes. Como el elemento n puede introducirse en cualquiera de
las k partes, tenemos un total de k{";l}

Como soélo hay estos dos tipos de particiones se sigue que

RSV S (26)

Por otra parte es evidente que {?} =1, ya que sélo es posible dividir un conjunto en una parte.
Del mismo modo es trivial que {Z} =1. [
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Tabla 2.6: Célculo recursivo de los nimeros de Stirling de segunda clase.

n | {7} {5} {5} {1} {5} {6} {7}
X2 x3 x4 x5 X6 X7
1 1
2 1 1
N
3 1 3 1
A
4 1 7 6
NN LN
5 1 15 25 10 1
A L e A
6 1 31 90 65 15 1
N A VT VA VA
7 1 63 301 350 140 21 1

Para algunos valores concretos de k, podemos dar una férmula explicita para los nimeros de Stirling de
segunda clase.

Teorema 2.12.- Se tienen las siguientes relaciones para los numeros de Stirling de sequnda clase:

R O

donde se ha supuesto n > 2 en los dos primeros casos y n > 3 en el tercero.

Demostracion. La demostracién de estas férmulas se puede hacer por induccién, sin méas que
tener en cuenta la recurrencia dada en el Teorema 2.11. También pueden obtenerse estas férmulas
usando técnicas de funciones generadoras, que se introduciran en el siguiente capitulo. Para ello,
basta considerar que {Z} es el total de maneras de distribuir n objetos diferentes en k cajas, sin
que ninguna quede vacia. [

El teorema 2.11 nos proporciona una forma recursiva de calcular los nimeros de Stirling de segunda clase,
como se ve en la tabla 2.6. No obstante, al igual que con los nimeros de Stirling de primera clase, podemos
encontrar estos nimeros en otro contexto.

Consideremos el producto de potencias decrecientes de x

k factores

=z -1)(z—-2)... (r—k+1),

y tratemos de expresar una potencia de x en términos de potencias decrecientes. Resulta que

r =i

x? =22 + 21,

2% =23 4+ 322 4+ 2L,

2t =24 4 622 + 722 + i, (2.7)

= et (e {5 a2 4 (e (e

ya que se cumple z - & = 2L 4 k. 25 Ademas, no es dificil comprobar que z" = > ory {Z}(—l)kx?
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De alguna forma, (2.7) puede verse como la forma de invertir la ecuacién (2.2). Estas expresiones son de
utilidad a la hora de sumar algunas series infinitas, como las series exponenciales o las aritmético-geométricas.

Los nimeros de Stirling tienen también aplicaciones en problemas de distribuciones, como los que se
muestran a continuacion.

Ejemplo 2.25.- Una familia formada por el padre, la madre, el abuelo, el hijo y la hija se alojan en un hotel
donde hay tres habitaciones distintas, una de lujo, otra normal y otra econdmica. ;De cudntas maneras se
pueden distribuirse los 5 miembros de la familia entre las 3 habitaciones si ninguna queda vacia?

Podemos resolver este problema de dos formas diferentes. La primera, usando los nimeros de
Stirling de segunda clase. En efecto, el niimero {3} nos dice de cuantas formas se pueden distribuir
las 5 personas en 3 grupos. Si las habitaciones fueran iguales, ya tendriamos la solucién. Pero como
son distintas, una vez que tenemos los tres grupos, tenemos que calcular de cuintas formas se
pueden distribuir entre las tres habitaciones distintas, esto es, 3!. Usando el Teorema 2.12, la
solucién total es:

5 1
3{3} 65(3 +1) =150

La segunda solucion del problema es la siguiente. En la tabla 2.7 se muestran las posibles distri-
buciones de los diferentes miembros de la familia en las habitaciones del hotel

Tabla 2.7: Posibles distribuciones de personas en las habitaciones del ejemplo 2.25.

Lujo | Normal | Econémica
3 1 1
2 2 1
2 1 2
1 2 2
1 3 1
1 1 3
Teniendo en cuenta que PR(n;aq ..., ax) son las formas de distribuir n personas diferentes en k

habitaciones de modo que la habitacién i-ésima reciba «; personas, tenemos que la solucién es
PR(5:3,1,1) + PR(5;2,2,1) + PR(5;2,1,2) + PR(5;1,2,2)

51 51
+PR(5:1,3,1) + PR(5:1,1,3) = 35 + 35, = 150.

Un problema general de distribuciones admite la siguiente solucion.

Ejemplo 2.26.- ;De cudntas maneras pueden distribuirse n objetos distintos en k cajas diferentes si ninguna
caja puede estar vacia?

Podemos pensar una de estas distribuciones como en una particién del conjunto de n elementos.
De hecho, una distribucién divide al conjunto en k partes. Sin embargo, al realizar una particiéon
sélo se tiene en cuenta cudles son las partes y no se les asigna ningtn orden, cosa que si ocurre
con las distribuciones. Es por eso que distintas distribuciones pueden originar la misma particion.
De hecho, cada particién da lugar a k! distribuciones diferentes, ya que no hay méas que ordenar
de todas las formas posibles las partes para generar las distintas distribuciones. Por lo tanto el
total de distribuciones sera k'{Z}

Puede razonarse de otro modo para ver que

k'{Z} = > (ala:..ak)

ajtagt-tap=n
aj>1

lo que proporciona una férmula explicita para calcular los niimeros de Stirling de segunda clase.
]
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2.12. Problemas resueltos

1. Cristina se presenta a unas oposiciones donde hay 68 temas posibles para estudiar. En la oposicién
se realiza un sorteo con 68 bolas, una por cada tema. Se sacan 5 bolas y el opositor tiene que elegir
uno para desarrollar. Cristina es una estudiante concienzuda: si se estudia un tema, es seguro que lo
desarrollard bien y podra aprobar la oposicion. El problema es que no tiene tiempo suficiente para
estudiar los 68 temas. ;Cuél es el nimero de temas que deberia estudiar Cristina para tener un 50 %
de posibilidades de aprobar? ;Y para tener un 75 % de posibilidades de aprobar?

Solucién. El ntmero de extracciones distintas de 5 bolas de un total de 68 es (658) =
10424 128. Supongamos que Cristina se estudia k temas, con k € N, 1 < k < 68. La probabili-
dad de que en el sorteo no salga ninguno de los temas estudiados por Cristina es (68; k) / (658).
En consecuencia, la probabilidad de que en el sorteo salga alguno de los temas estudiados por

Cristina es

(68—k>
5
1—- (68> , 1<k<68.
5
En la tabla 2.8 se muestran algunos valores de esta probabilidad, para distintos valores de k.
Como se puede ver, estudiando 9 temas, la probabilidad de aprobar la oposicién ya supera el

Tabla 2.8: Probabilidad de que Cristina apruebe su oposicién, en funcién del niimero de temas estudiados.

k | Probabilidad || k& | Probabilidad || k£ | Probabilidad
1 0.0735 11 0.5983 21 0.8528
2 0.1426 12 0.6335 22 0.8685
3 0.2076 13 0.6662 23 0.8827
4 0.2685 14 0.6966 24 0.8958
5 0.3257 15 0.7247 25 0.9076
6 0.3792 16 0.7506 26 0.9183
7 0.4292 17 0.7746 27 0.9281
8 0.4760 18 0.7967 28 0.9368
9 0.5197 19 0.8170 29 0.9447
10 0.5604 20 0.8357 30 0.9518
50 %. Para tener un 75 % de posibilidades de aprobar hay que estudiar 16 temas. |

2. Calcula el total de ordenaciones de la palabra BUENAVENTURA de modo que haya dos pares de letras
idénticas consecutivas y otros dos pares de letras idénticas no consecutivas (por ejemplo dos As y dos
Ns consecutivas, pero no dos Es ni dos Us).

Solucién. Supongamos, en primer lugar, que los pares de letras consecutivas corresponden a
las dos As y a las dos Ns. El total de palabras que tienen dos As y dos Ns consecutivas son

10!
Se permutan 10 elementos (B, U, E, V, E, T, U, R, AA, NN) de los cuales hay dos que estan
repetidos dos veces (las dos Es y las dos Us). Del total de ordenaciones hay que descontar

aquéllas en las que hay dos Us o dos Es seguidas. Las que tienen dos Es consecutivas son, de

forma analoga,
9!

a.
Ahora hemos permutado 9 elementos (B, U, V, T, U, R, EE, AA, NN), donde hay uno que
se repite dos veces (la U). Igualmente, hay 9!/2! ordenaciones con dos Us consecutivas.
Una vez descontado esto del total tenemos

00 9!
2121 Tor
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que no es lo que buscamos, ya que hemos descontado dos veces aquellas ordenaciones en las
que las cuatro parejas de letras idénticas estan consecutivas. Pero éstas son en total 8!, pues
ahora permutamos los 8 elementos (B, V, T, R, UU, EE, AA, NN), que son todos distintos.

Por lo tanto, el total de ordenaciones con dos As y dos Ns consecutivas, pero no dos Es o dos

Us es Lo o

. _ 9 |

ol g TR
Esto es para el caso de As y Ns, pero como esta pareja puede ser cualquiera que pueda
formarse con As, Ns, Es o Us, el resultado anterior hay que multiplicarlo por la manera de

elegir dos parejas de entre las cuatro posibles, esto es (;1) = 6. Asi, el resultado final es

10! 9!

3. Calcula el total de ordenaciones de la palabra HERRAMELLURI que tengan dos y sélo dos Rs conse-
cutivas, pero que no tengan otro par de letras idénticas consecutivas.

Solucién. HERRAMELLURI esta formada por 12 letras: R, R, R, E, E, L, L, H, A, M, U, I,
de las cuales hay una que se repite tres veces (la R), otras dos que se repiten dos veces (la L y
la E) y cinco que aparecen una séla vez (H, A, M, U y I). Si denotamos por X al patrén RR,
buscamos aquellas reordenaciones de X, R, E, E, I, L, H, A, M, U, I, en las que no aparezcan
los patrones XR, RX, EE ni LL. El nimero de ordenaciones totales es

M 9970200
2121 '

A estas hay que descontar todas aquellas ordenaciones que contienen los patrones XR, RX,
EE y LL. Para ello, definimos los conjuntos

= X; = {Palabras que contienen el patrén RX}.

= X, = {Palabras que contienen el patrén XR}

= X3 = {Palabras que contienen dos Es consecutivas}.

= X, = {Palabras que contienen dos Ls consecutivas}.

Se trata de calcular el cardinal de X; U X5 U X3 U X4, teniendo en cuenta que X; N Xy = 0.
|X1 UXoUXs UX4‘ = ‘X1| + |X2| + |X3| + |X4‘ — |X1 ﬂX3| — |X1 ﬂX4|

X N X3] — | Xo N Xa| — [ X3 0 Xa| + | X1 N X3 0 Xa] + | Xo N X3 0 Xy
| X1]| son las ordenaciones de RX, E, E, L, L, H, A, M, U, I, es decir,

10!

| X1
Anélogamente, se tiene que |Xo| = 907 200.
| X5| son las ordenaciones de R, X, EE, L, L, H, A, M, U, I, es decir,

10!

Razonando de forma similar,

10!
|Xa| = 5 = 1814400,

Por otra parte | X1 N X3| y | X1 N X4| son las ordenaciones de RX, EE, L, L, H, A, M, U, I, y
de RX, E, E, LL, H, A, M, U, I, es decir,

9!
X1 0 Xs| = X1 0 Xa| = o = 181440,
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De forma parecida, se calcula

| X2 N X3| = | X5 N Xy = 181440.
| X35 N X4| son las ordenaciones de R, X, EE, LL, H, A, M, U, I:

| X3 N X4 =9 = 362880
Por ultimo, |X; N X3 N X4 son las ordenaciones de RX, EE, LL, H, A, M, U, I:
| X1 N X3N Xy =|XoN X3 N Xy =8 =40320.
En consecuencia,
| X7 UXoUX3U Xy =2x907200+ 2 x 1814400 — 4 x 181440

— 362880 + 2 x 40320 = 4435200
y la solucién del problema es 9979 200 — 4435 200 = 5544 000 ordenaciones posibles. ]

4. Calcula el total de ordenaciones de la palabra VALDEMADERA de modo que no haya un par de letras
idénticas consecutivas.

Solucién. VALDEMADERA estéd formada por 11 letras: A, A, A, D, D, E, E, V, L, M, R,
de las cuales hay una que se repite tres veces (la A), otras dos que se repiten dos veces (la D
y la E) y cuatro que aparecen una sola vez (V, L, M y R). El niimero de ordenaciones totales

es
11!

312121
A estas hay que descontar todas aquellas ordenaciones que contienen dos Ds, dos Es y dos o
tres As. Para ello, definimos los conjuntos

= 1663 200.

» X; = {Palabras que contienen dos Ds consecutivas}.
= X, = {Palabras que contienen dos Es consecutivas}.
» X3 = {Palabras que contienen dos As consecutivas}.

Se trata de calcular el cardinal de X7 U X5 U X3:
| X1 UXoUXs| =|Xq] + [ Xo| + | X3 — | X1 N Xa| — | X1 N X5
—XoN X3+ X1 N XN X5
| X1]| son las ordenaciones de A, A, A, E, E, DD, V, L, M, R, es decir,

10!
~ 312!

Anélogamente, | X5| son las ordenaciones de A, A, A, D, D, EE, V, L, M, R, es decir,

| X1 = 302400.

10!

| X
Sin embargo, para calcular | X3| hay que tener méas cuidado, ya que si hallamos el nimero de
ordenaciones de AA, A, D, D, E, E, V, L, M, R, estarfamos contando dos veces las palabras
que contienen el patrén AAA. Por lo tanto, a

10!
211 = 907200

hay que restarle las ordenaciones de AAA, D, D, E, E, V, L, M, R, que son

9!
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En consecuencia,
| X5 = 907200 — 90720 = 816 480.

| X1 N X5 son las ordenaciones de A, A, A, EE, DD, V, L, M, R, es decir,
9!
11 Xa| = 5 = 60480.

| X1 N X3 son las ordenaciones de AA, A, E, E, DD, V, L, M, R, menos las ordenaciones de
AAA E, E, DD, V, L, M, R, es decir,

gl 8!
| X1 N X3] = T 161 280.
De forma parecida, se calcula
9! 8!
| Xo N X3| = T 161 280.

Por tltimo, |X; N X3 N X3]| son las ordenaciones de AA, A, EE, DD, V, L, M, R, menos las
ordenaciones de AAA, EE, DD, V, L, M, R, es decir,

| X1 N XN X3 =8 — 7! = 35280.
En consecuencia,
| X1 U X2 U X3 =2 x 302400 + 816480 — 60480 — 2 x 161280 + 35 280

=1073520
y la solucién del problema es 1663200 — 1073520 = 589 680 ordenaciones posibles. ]

5. Calcula el total de ordenaciones de la palabra DIFICILISIMO de modo que:

a) Aparece un bloque de tres Is y otro de dos Is (pueden aparecer los dos bloques consecutivos).
b) Aparece un bloque de tres Is y otro de dos Is (no pueden aparecer los dos bloques consecutivos).

¢) Aparece inicamente un bloque de tres Is y ninguna otra posible repeticién (ni més ni menos de
tres Is).

d) Aparecen todas las Is separadas.

Solucion.

a) Tenemos 9 simbolos: el bloque de las 3 Is (31), el bloque de las 2 Is (2I) y las 7 letras que
no se repiten. Esto da lugar inicialmente a 9! ordenaciones, de las que hay que descontar
las que tienen las 5 Is juntas, pues estan contadas dos veces. En definitiva, hay

9! — 8! =8 x 8! = 322560

ordenaciones.
b) Ahora hay que quitar dos veces el bloque de las 5 Is:

9l — 2 x 8! =7 x 8! = 282 240.

¢) Agrupamos las tres Is bajo un nuevo simbolo, Y, y calculamos el nimero de ordenaciones
de YIIDFCLSMO: |
% =5x09!
De aqui habréa que restar las palabras que contengan alguno de los patrones II, IY o YI:
e X; = {Palabras que contienen el patrén IT}.
e X, = {Palabras que contienen el patrén 1Y}

e X3 = {Palabras que contienen el patrén YI}.
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Se trata de calcular el cardinal de X;UX,U X3, teniendo en cuenta que X1 N XN X3 = 0.
Por el principio de inclusiéon-exclusion:

| X1 UXoUX3| = |X1| + | Xa| 4+ | X5] — | X1 N Xa| — | X1 N X5

_|X20X3|+|X1 ﬂXQﬂX3|
=3x9—-3x8' =24 x 8l

La solucién del problema es
45 x 8! — 24 x 8! = 21 x 8! = 846 720

ordenaciones posibles.

Solucion alternativa: Consideramos la siguiente ordenacion de Y, I, . - Y -1 -1 - Si
denotamos x7 el nimero de letras antes de la Y, 2 el nimero de letras entre la Y y la
primera I, x3 el nimero de letras entre las dos Is y x4 el nimero de letras después de la
segunda I, tenemos que encontrar las soluciones de

Tyt xetxstaa=7, 1,84 20, z2,232>1,
0, equivalentemente, las de
Yi+y2+ys+ya=5 y; =20, j=1,...,4

Esto da lugar a un total de

posiciones posibles. Para cada una de estas posiciones, tenemos 7! formas de colocar el
resto de las letras no repetidas, es decir

6

posiciones. Por tltimo, como hay 3!/2! = 3 formas de fijar las posiciones de Y, I, I,
llegamos a

3 X 7!(?) =21 x 8! = 846720

ordenaciones posibles.

Segunda solucion alternativa: Consideramos ahora las 7 letras diferentes y los ocho huecos
que quedan entre ellas: — D - F - C - L -S - M — O —. Para cada una de estas
distribuciones, buscamos las formas de elegir 3 huecos para colocar los bloques Y, I, L.
Esto da lugar a un total de

C(8,3) = @ — 56

posibilidades. Este nimero habra que multiplicarlo por las permutaciones que podemos
hacer con las letras Y, I, T (3!/2! = 3) y por las permutaciones de las 7 letras, 7!. En total

56 x 3 x 7! = 846720

ordenaciones posibles.

Se trata de palabras de la forma — 1 —1 -1 -1 -1 - Si denotamos z; el ntimero de
letras antes de la primera I, zo el nimero de letras entre la primera y la segunda I, 3 el
numero de letras entre la segunda y la tercera I, x4 el nimero de letras entre la tercera
y la cuarta I, z5 el nimero de letras entre la cuarta y la quinta I y, finalmente, z¢ el
nimero de letras después de la quinta I, tenemos que encontrar las soluciones de

.’L'1+"'+‘T6:7, .T1,$6207 $27$3,$4,$521,



2.13. PROBLEMAS PROPUESTOS 53

0, equivalentemente, las de
y1+--+ys =3, ijO, j=1,...,6.

Esto da lugar a un total de

8 8!

posiciones posibles. Cada una de ellas habra que multiplicarla por las ordenaciones de
las 7 letras distintas, dando lugar a 56 x 7! = 282 240 ordenaciones posibles. ]

2.13. Problemas propuestos

1.

10.

11.

Se da un listado formado al azar con 15 millones de palabras de a lo sumo 5 letras en un alfabeto de
27 simbolos. ;Se puede asegurar que, como minimo, habrd dos palabras repetidas?

. Demuestra, usando el principio del palomar, que existe un numero formado todo por unos que es

divisible por 7.

. Demuestra que dados 5 puntos en el interior de un tridngulo equilatero de lado 1, al menos dos estan

a una distancia menor que 1/2. Demuestra también que, dados 10 puntos, al menos dos distan menos
de 1/3.

Un punto reticular en el espacio tridimensional es un punto que tiene coordenadas enteras. Demuestra
que, dados 9 puntos reticulares, existe al menos un par de ellos tal que el punto medio del segmento
que los une es también un punto reticular.

. Prueba que, dados 10 nimeros enteros cualesquiera siempre podemos elegir un subconjunto de ellos

cuya suma es multiplo de 10.

. En una mesa redonda hay sentadas 100 personas de las cuales mas de la mitad son hombres. Demuestra

que hay al menos dos hombres sentados diametralmente opuestos.

En una empresa hay 45 empleados que trabajan en ocho departamentos diferentes. Si cada empleado
trabaja en uno sélo de los departamentos y ningin departamento tiene més de 10 empleados, prueba
que por lo menos 3 departamentos tienen 5 o méas empleados.

. De 24 libros de matematica discreta nos interesa saber en qué medida se tratan los temas de aritmética

(A), combinatoria (C) y grafos (G). Si el nimero de libros que contienen material sobre estos temas es:
|A] =38, |C| =13, |G| =13, |[ANC| =5, |[ANG| =3, |CNG| =6, ANC NG| =2, jcudntos textos no

tratan ninguno de los temas? ;Cuantos tratan un sélo tema?

. Una encuesta llevada a cabo en un colegio revela que al 90 % de los nifos les gusta al menos una de las

asignaturas: biologia, matemaéticas, historia. Al 45% les gusta la historia, al 28 % las matematicas, al
46 % la biologia, al 6 % le gustan las tres asignaturas y al 27 % sélo les gusta la historia. ;A cudntos les
gusta solo las matematicas y la biologia? ;Se tienen todos los datos?

En una clase de matematicas con 67 estudiantes, 47 saben leer francés, 32 saben leer alemén y 23 las
dos lenguas. ;Cuantos no saben leer ninguna de las lenguas? Si ademads, 20 saben leer ruso, de los cuales
12 también saben francés, 11 aleman y 5 saben las tres, jcuantos no saben leer ninguna lengua?

Halla el nimero de maneras de ordenar las letras A, E;, M, O, U, Y, N en una sucesion, de forma que
no aparezcan las palabras ME, YOU, AN.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20

21.

22.

23.

24.
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Calcula el nimero de ordenaciones de la palabra JUPITER en las que las vocales aparecen en orden
alfabético.

Una llave se fabrica haciendo incisiones de profundidad variable en ciertas posiciones de una llave
virgen. Si hay 8 profundidades diferentes ;cuantas posiciones se necesitan para fabricar un milléon de
llaves distintas? Responde a la misma pregunta si s6lo pueden hacerse cuatro profundidades diferentes.

;De cuantas maneras pueden disponerse 8 torres en un tablero de ajedrez sin que se amenace ninguna
de ellas?

Calcula el nimero de maneras en que pueden seleccionarse dos cuadros, de un tablero de ajedrez, sin
que estén en la misma fila o columna.

;De cuantas formas pueden alinearse m chicas y n chicos si las chicas siempre tienen que estar juntas?

De los niimeros menores que 1000000 calcula:

a) ;Cuéntos tienen al menos una cifra repetida?

o

;Cuantos no contienen el tres?

@]

)
)
) ¢Cuéntos no contienen el tres ni el cuatro?
)

o,

;Cudnto suman los nimeros del apartado anterior?

;Cuantas veces hay que escribir el 5 en una lista con todos los ntimeros entre 1 y 1000007
;Cuéntos niimeros de cinco digitos, formados con {1,2,3,4,5}, son divisibles por 47

Determina el nimero de enteros de seis digitos (que no empiecen por cero) que se pueden formar si:

a) No se repite ningtun digito.

=)

Se pueden repetir los digitos.

o

No se repite ningiin digito y el nimero resultante es par.

[}

Se pueden repetir los digitos y el ntimero resultante es par.

R

Se pueden repetir los digitos y el nimero resultante es multiplo de 5.
g) No se repite ningtn digito y el niimero resultante es miiltiplo de 4.

)
)
)
)
) No se repite ningin digito y el niimero resultante es miltiplo de 5.
)
)
h)

Se pueden repetir los digitos y el niimero resultante es multiplo de 4.

;Cuantas secuencias de cinco letras, formadas con A, B, C, D, pueden formarse sin que aparezca el
patrén BAD?

;De cuantas maneras se pueden ordenar las letras en la palabra TRABAJAN? ; De cuantas, si las tres
A estan juntas?

Da un argumento combinatorio para demostrar que si n y k son enteros positivos tales que n = 3k,
entonces n!/(3!)* es un entero.

Un profesor tiene siete libros distintos sobre programacién en una estanteria. Tres de los libros son de
C y los otros cuatro de PASCAL. Calcula de cudntas maneras puede el profesor ordenar los libros en
la estanteria si:

a) No hay restricciones.

b) Se deben alternar los libros de cada lenguaje.
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¢) Todos los libros de C deben estar juntos.
d) Todos los libros de C deben estar juntos y los de PASCAL también.
e) Los tres libros de C estan juntos con dos libros de PASCAL a cada lado.

El alfabeto Hermetiano tiene 6 letras. Una palabra es cualquier secuencia de seis letras, siempre que
haya alguna letra repetida. ; Cuantas palabras hay en el lenguaje Hermetiano?

;De cuantas maneras se pueden distribuir 9 libros diferentes entre quince personas si a ninguna se le
puede dar més de un libro?

a) C(15,9), b) 15, ¢) C(15,9) 9.

;De cuantas maneras se pueden ordenar los 10 primeros nimeros naturales de forma que los ntimeros
pares y los impares estén alternados?

a) 10!, b) 2515, ¢) 5!

. Cuéntas secuencias de n digitos se pueden formar con (1, 2, 3) de forma que haya exactamente 9 unos?
a) V(n,9) VR(n —9,2), b) C(n,9) VR(n — 9,2), ¢c) C(n,9) CR(2,n —9)

; Cuantas palabras diferentes de 10 letras pueden formarse con las 5 vocales y 5 consonantes diferentes,
elegidas de entre las 21 posibles? ;Cuél es la probabilidad de que una de estas palabras no tenga dos
consonantes consecutivas?

;,Cual es la probabilidad de que un nimero de 9 digitos tenga, al menos, uno repetido?
Calcula el ntimero de ordenaciones de las letras a, b, ¢, d, e, fen las que la a aparece antes que la b.

Un estudiante desea programar el estudio de sus exdmenes en siete dias, estudiando una materia cada
dia. Si tiene cinco asignaturas, ;de cuantas formas distintas puede programarse para dedicar, al menos,
un dia a cada materia?

Se consideran reordenaciones de las letras de la palabra PROPOSICION
a) (En cudntas de dichas ordenaciones aparecen cualquiera de las palabras POPO o RIO?
b) {Cudntas tienen al menos 4 consonantes juntas?

¢) {Cudntas tienen las tres Os en lugares no adyacentes?

(En cuantas ordenaciones de la palabra INSTRUCTOR aparecen tres vocales consecutivas? ; En cudntas
aparecen dos vocales consecutivas?

Calcula el total de ordenaciones de la palabra CALAHORRA de modo que:

a) No aparezca ningin par de letras idénticas consecutivas.

b) Tengan dos y sélo dos As consecutivas y ninguna R consecutiva.

Se tienen 2n discos rojos, 2n discos azules y 2n discos blancos. Determina de cuantas maneras distintas
podemos dividir el total de discos en dos mitades, es decir en dos grupos de 3n discos. Téngase en
cuenta que no importa el orden de las dos mitades. Asi, por ejemplo, para el caso n = 1, las divisiones
{(RRA),(ABB)} y {(ABB),(RRA)} resultan iguales.

Dada una coleccién de 2n objetos, n idénticos y los otros n todos distintos, jcuantas colecciones dife-
rentes de n objetos pueden hacerse?
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(Cuantos subconjuntos de tres nimeros diferentes entre 1 y 90 se pueden formar de manera que su
suma sea un numero impar? ;Y que su suma sea un multiplo de 37

;Cuantas secuencias de 5 ceros y 10 unos se pueden formar sin que haya dos ceros consecutivos?

;De cuantas maneras se puede invitar a cenar a uno de tres amigos diferentes durante seis noches
consecutivas sin que ninguno sea invitado més de tres veces?

; Cuantos niimeros mayores que 3 000 000 pueden formarse mediante ordenaciones de 1, 2, 2, 4, 6, 6, 67
;Cuantas secuencias de 8 digitos tienen exactamente seis cifras diferentes?
{Cudntas derivadas parciales diferentes de orden r tiene una funcién de n variables, f(z1,xa,...,z,)?

., De cuantas formas se pueden colocar nueve tuercas en 4 tornillos si el orden de las tuercas no importa?
.Y si el orden de las tuercas si importa?

Determina el niimero de soluciones enteras no negativas de las siguientes inecuaciones: 1 +x2 +x3 < 6,
1+ 22+ 23+ 24 + 25 < 15.

Halla el coeficiente de v3w?xyz en (3v + 2w + x +y + 2)8.

Determina cuantas soluciones enteras no negativas hay para el sistema de ecuaciones

1+ x0+ -+ a7 =37,
:L'1+£L'2+173:6.

De ellas, jcudntas cumplen x1, x3, z3 > 07

Dos enteros de n digitos (se permiten ceros al principio) se consideran equivalentes si uno de ellos es
una permutacién del otro (por ejemplo, 12033, 20133, 30321, se consideran enteros equivalentes de 5
digitos).

a) ;Cudntos enteros de 5 digitos no son equivalentes?

b) Si los digitos 1, 3, 7 sélo pueden aparecer una vez, jcudntos enteros no equivalentes hay de 5
digitos?

;De cuantas maneras se pueden distribuir 15 objetos idénticos en cuatro cajas diferentes si el nimero
de objetos en la cuarta caja tiene que ser multiplo de 37

Si se distribuyen al azar n objetos distintos en n cajas distintas, calcula la probabilidad de que:

a) Ninguna caja esté vacfa.

b) Exactamente una caja esta vacia.

;De cuantas maneras pueden distribuirse 8 bolas en 6 cajas, si las dos primeras cajas deben tener como
mucho cuatro bolas entre las dos y las bolas son idénticas? ;Y si las bolas son distintas?

Tenemos 20 objetos distintos que queremos repartir en 3 cajas idénticas. ;De cuantas formas se puede
hacer si no se puede quedar ninguna caja vacia? ;Y si se puede quedar alguna caja vacia?
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Anexo: Resumen de las técnicas combinatorias

Variaciones con repeticion

El nimero de variaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k es:
VR(n, k) = nF.

Este ntimero es lo mismo que:

= El nimero de aplicaciones de Nj en N,,, o en general, el niimero de aplicaciones f : X — Y entre un
conjunto X con cardinal k£ y otro conjunto Y con cardinal n.

= El nimero de palabras de k letras en un alfabeto de n letras.
= El ntmero de selecciones ordenadas de k elementos (admitiendo repeticiones) de un conjunto de n
elementos.
Variaciones
El nimero de variaciones de n elementos tomados de k en k es:

Vin, k) = si0<k<n.

n!
(n—k)!
Este ntimero es lo mismo que:

= El ntmero de aplicaciones inyectivas de Ni en N,,, o en general, el niimero de aplicaciones inyectivas
f: X — Y entre un conjunto X con cardinal k£ y otro conjunto Y con cardinal n.

= El nimero de palabras de k letras en un alfabeto de n letras que no tienen ninguna letra repetida.

= El ndmero de selecciones ordenadas de k elementos (sin repeticiones) de un conjunto de n elementos.

Permutaciones

El ntimero de permutaciones de un conjunto de n elementos es:
P(n) =nl.

Este ntimero es lo mismo que:

= El ntimero de aplicaciones biyectivas de N,, en N,,, o en general, el nimero de aplicaciones biyectivas
f: X — Y entre dos conjuntos X e Y con el mismo cardinal n.

= El ntimero de ordenaciones distintas de un conjunto de n elementos.

» El ntmero variaciones de n elementos tomados de n en n.

Permutaciones con repeticion

El ntimero de permutaciones con repeticion de un conjunto de k elementos {ay, ..., ax} en el que cada elemento
a; se repite a; veces, con g + -+ ap =n, a; > 1, es:

|
PR(n;al,...,ak):< " ): n

109 ... 0L 041!042!---0%!.
Este ntimero es lo mismo que:

= Dar una lista ordenada de longitud n donde el elemento a; se repite a; veces, el as, ay veces y, en
general, el a;, a; veces (a1 + s+ +ap=nyq; >1).

= Distribuir n objetos diferentes en k cajas, de modo que la caja i-ésima recibe a; objetos.

= El ntimero de aplicaciones de un conjunto de n elementos en otro conjunto de k elementos tales que
envian o7 elementos a aq, ..., ai elementos a ag.
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Combinaciones

El nimero de combinaciones de un conjunto de n elementos tomados de k en k es:

|
C(n,k)z(Z)zn' 0<k<n.

Este ntimero es lo mismo que:
= El ntimero de subconjuntos de k elementos que podemos formar a partir de un conjunto de n elementos.
= El nimero de selecciones no ordenadas de k elementos que se pueden hacer a partir de un conjunto de

n elementos.

Combinaciones con repeticion

El nimero de combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k es:

n+k—1 n+k—1)!
e = (")

Este ntimero es lo mismo que:

= El ntimero de selecciones no ordenadas (con elementos repetidos) de k elementos que se pueden hacer
a partir de un conjunto de n elementos.

= El nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacién

r1+x2+x3 4+, =k

Formas de distribuir k& objetos idénticos en n cajas etiquetadas.



Capitulo 3

Funciones generadoras

3.1. Introduccion

La resolucion de problemas combinatorios no es una cuestién sencilla, pues no parecen existir métodos
directos de resolucién. Cada problema aparenta ser distinto a los demés, a pesar de que se resuelvan utilizando
las mismas herramientas. Con el animo de introducir métodos més o menos directos, aparecen las funciones
generadoras que se revelan como una técnica de gran utilidad a la hora de resolver problemas de distribuciones
con restricciones. Veamos un par de ejemplos que motivan la introduccion de las funciones generadoras.

Ejemplo 3.1.- Un terrateniente quiere repartir sus doce fincas entre sus tres hijos de manera que el mayor
tenga como minimo 4 fincas, el mediano 3 como minimo y el pequeno 2 como minimo. Ademds, el padre
quiere que ninguno de sus hijos tenga mds de 6 fincas. ;De cudntas maneras se puede efectuar el reparto?

Si denotamos por x1, x2 y x3 el nimero de fincas que recibe el hijo mayor, el mediano y el pequeno
respectivamente, para resolver el problema tenemos que encontrar todas las soluciones enteras de

la ecuacion
T1+ao+x3 =12, con4 <z <6, 3<253<6, 2< 23 <6.

El conjunto de soluciones se muestra en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Soluciones del problema de la herencia.

T i) I3 X To I3 I X9 I3
4 3 5 4 4 4 4 5 3
4 6 2 ) 3 4 ) 4 3
5 5 2 6 3 3 6 4 2

Pensemos ahora en el problema de multiplicar los polinomios

(x* + 25 + 2%) (23 + 2t + 2% + 2%) (2 + 2 + 2 + 25 + 29).
;De cudntas maneras se puede obtener z'2? Por ejemplo, de z*232° o de z*z*z?* o de x0z3z3.
Observamos que se obtiene 212 para cada terna de la tabla anterior. Luego la solucién del problema
es el coeficiente de 22 en la funcién

f(x) = (z* + 25 + 2% (2® + 2* + 2° + 2) (2 + 2® + 2* + 2° 4 29).
A esta funcién se le llama funcién generadora del problema. Sus coeficientes nos dan las soluciones

de un conjunto de problemas asociados. Por ejemplo, si se trata de repartir 13 fincas con las mismas
restricciones, la solucién seria el coeficiente de x'3 en f(x), es decir, 11 posibles repartos. ]

59
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Ejemplo 3.2.- Un bodeguero generoso me permite que me lleve 24 botellas de su bodega, en la que tiene vino
del ario, crianza, reserva y gran reserva. Lo unico que me exige es que me lleve al menos 10 botellas de vino
del ano, un numero par de botellas de crianza, entre 3 y 10 botellas de reserva y, como mucho, 6 botellas de
gran reserva. ;De cudantas formas me puedo llevar las botellas?

El problema es equivalente a encontrar el coeficiente de 224 en la funcién
Fa)= (@0 4+l v 1 ) a2 et r a4 2
x(z® +at + 25+ + 201+ z+ 22+ 23 + 2t + 2+ 2.
La solucién es, por tanto, 168 posibilidades. ]

La técnica de las funciones generadoras simplifica en buena medida el planteamiento de un problema de
distribuciones con restricciones. Atn asi, el cdlculo de un coeficiente de forma directa puede resultar laborioso.
Es por ello que necesitamos profundizar un poco més en las propiedades de las funciones generadoras.

3.2. Definicién y propiedades de las funciones generadoras

En esta seccién vamos a definir las funciones generadoras con més precisién. As{ mismo, analizaremos
también sus principales propiedades, que nos permitiran, en ocasiones, dar una expresion mas manejable de
las mismas.

Definicién 3.1.- Sea ag,a1,as,... una sucesion de niumeros reales. Llamamos funcion generadora de la
sucesion {an tn>0 @ una funcion G(z) tal que

G(z) =) ana" =ag+ @z +azx® + - +ana” + -+
n>0

La funcién generadora de la sucesién {a, },>0 debe entenderse como una forma alternativa de representarla.
En este sentido, no debemos preocuparnos por la convergencia de la serie.

Ejemplo 3.3.- Para un n € N dado, la funcién G(z) = (1 + z)" es la funcidn generadora de la sucesion

=0

En efecto, las funciones generadoras ya nos han aparecido con anterioridad y, gracias al Teorema
del binomio, podemos escribir

o= (3) (1) (B)or ot ()t (D)

De este modo, G(x) = (1 + x)" es la funcién generadora de ap = (:)

Podemos decir que la funcién (1 + z)™ resume la solucién de una familia de problemas, como es
el de determinar el nimero de formas en que pueden seleccionarse k objetos de un total de n. =

Ejemplo 3.4.- Otro ejemplo de funciones generadoras lo encontramos en los nimeros de Stirling de primera
clase. En este caso la funcion

n factores

Gz)=a"=z(z+1)(z+2)...(z+n—-1),

genera la sucesion ap = [Z] , el total de formas en que una permutacion de n elementos puede descomponerse
en k ciclos (o el total de formas en que n personas pueden sentarse en k mesas redondas sin que ninguna
quede vacta).
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Considerando las funciones generadoras como series de potencias formales, uno puede operar con ellas
para obtener nuevas funciones generadoras que estan relacionadas con las sucesiones a las que representan.
Entre las propiedades mas importantes podemos senialar las siguientes.

Adicién. Si Gi(z) es la funcién generadora de ag,a1,... y Go(z) es la funcién generadora de by, by, .. .,
entonces aG1(x) + BGa(x) es la funcién generadora de aag + Bbg, vay + Bby, . ... Basta tener en cuenta que
las series se suman como si fueran polinomios.

Desplazamiento. Si G(x) es la funcién generadora de ag, ay, . . ., entonces " G(x) es la funcién generadora
de
n CEros
——
0,...,0,@070,1,....
Anélogamente,
(G(z) —ap —a1x — ... — ap_1x" 1) /2"

es la funcion generadora de aq,, any1, - .

Ejemplo 3.5.- G(x) =1/(1 — x) es la funcidon generadora de la sucesion constante a, = 1.

Si G(x) es la funcién generadora de la sucesién constante 1,1,..., entonces xG(x) genera a
0,1,1,..., por lo que (1 —z)G(z) = 1. Esto proporciona la importante férmula
G(z) ! 1+az+2”+
xTr) = = €T €T e
1—-=z

Notese que esto, ademas, nos indica que una funcién generadora puede tener inversa, en el sentido
de que existe otra funcién generadora G(x)~! tal que G(z)G(x)~! = 1. La condicién necesaria y

suficiente para que esto ocurra es que ag # 0. ]
Multiplicacién. Si G1(z) es la funcién generadora de ag, a1, . .. y Go(x) es la funcién generadora de by, by, . . .,
entonces
G1(2)Ga(z) = (ag+arx + aza® +---)(bo + b1z + boz? + - --)
= (agho) + (apb1 + a1bo)x + (agbz + arby + agbg)w? + - - -
es la funcién generadora de la sucesion sg, s1, . . ., donde
Sp = Z arbn_p-
0<k<n

En términos de series de potencias, a la serie

E ska:k

k>0

se le llama producto de Cauchy de las series definidas por G1(z) y Ga(x).
Un caso importante es cuando {b,} es la sucesién constante 1. En esta situacién tenemos

1
1—2x

G(z) = ag + (ap + a1)z + (ag + a1 + az)x* + - --
que es la funcién generadora de la sucesién de sumas parciales de la sucesién {ap }n>0-

Ejemplo 3.6.- Determina la funcion generadora de la sucesion a, = n.

La funcién G(x) = 1/(1 — x) genera la sucesién constante a, = 1. Por la propiedad de multipli-
cacién, la funcién G(z)? genera la sucesién de sumas parciales de a,,, es decir, genera la sucesiéon
bn, =Y n_o ax = n+ 1. Por tanto G(z)? genera la sucesion 1,2,3,.... Aplicando la propiedad de
desplazamiento xG(z)? genera la sucesién 0,1,2, 3, ..., que es la que pide determinar el problema.

En resumen, F(z) = x/(1 — x)? genera la sucesién a,, = n. ]
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Cambio de variable. Si G(z) es la funcién generadora de la sucesion ag, a1, . . ., entonces G(cz) es la funcién
generadora de la sucesién
2
ap,Cay1,C ag,....

En particular, la funcién generadora de la sucesion 1,c,c?,¢c3,... es 1/(1 — cx).

Ademés de estas propiedades algebraicas las técnicas de cédlculo nos proporcionan nuevas operaciones,
como la derivacién y la integracién. Asi, si G(x) es la funcién generadora de la sucesién ag, aq, ..., entonces
xG'(z) es la funcién generadora de {na,}. Andlogamente

1

v 1 1
;/0 G(s)ds:ao+§a1x+§a2x2+~~

es la funcién generadora de {a,/(n+ 1)}.

Las funciones generadoras tienen multiples aplicaciones y el poder determinarlas, para una sucesién dada,
resulta de gran utilidad, especialmente si la sucesion estd relacionada con la solucién general de un cierto
problema combinatorio. En cualquier caso, no existen métodos generales para determinar una funcién gene-
radora, aunque en cierto tipo de problemas es posible dar unas reglas mas o menos generales. En este sentido
nos sera de utilidad el Teorema del binomio generalizado.

Teorema 3.1.- (Teorema del binomio generalizado) Si definimos

(2) _ a(a—l)(a—le!--~(a—k—|—1)7

con a € R, entonces

Demostracion. Basta con desarrollar la funcién f
x=0.

En efecto, las derivadas sucesivas de la funcién f son
F(x) = (1 + z)!
f'(@) = ala = 1)(1 +2)*2

(1+2)° 2()
I

x) = (1 4+ x)® en serie de Taylor en torno a

) =ala=1)-(@—k+1)(1+z)*F

Puesto que
(0 (0 (0
f(x):f(0)+mx+f7()x2+...+f7()xk+...7
1! 2! k!
resulta finalmente
ala—1) ala—1)--(a—k+1)
f()_1+ﬁx+Tm2+~--+ o z* +
= [«
Es decir, (14 2)* = z". [ |
(e =3 (7)

Un caso especialmente interesante del Teorema del binomio generalizado es cuando « es un entero negativo.
En este caso, podemos encontrar la funcién generadora de las combinaciones con repeticiéon de n elementos
tomados de k en k.

Corolario 3.2.- Sia = —n, conn € N, entonces
-n sfn+k—1
= (-1 .

T ZCRnk

Ademas,
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Demostracion. En efecto, si « = —n, con n € N, entonces
-n\ _(—n)(-n—1)---(—n—k+1)
k) k!
_ (_1)k(n+k—1)~--(n+1)n _ (-1 n+k—1 .
k! k
Ahora bien, ("‘H]:_l) = CR(n, k), por lo que (_k") = (—1)* CR(n, k) y entonces
1 = -n =
—_— = —1)k k= k)x*.
=" kzo( ) < f >:L’ ;J CR(n, k)x [

En realidad, la funcién G(z) = (17%)” equivale a multiplicar n veces la serie

l+az+a®+a2®+ a4

Denotemos por e; al exponente de = en la primera serie, por es al exponente de x en la segunda serie y asi
sucesivamente. Obtendremos z*, en el producto final, cada vez que se cumpla

ertextes+-+e, =k (3.1)

Por tanto, el coeficiente de z* es el total de soluciones enteras no negativas de la ecuacién (3.1). Pero, como
ya vimos en el tema anterior, esto equivale a CR(n, k).

Esta observacion es muy 1til a la hora de resolver problemas de combinaciones con repeticion con restric-
ciones. Podemos interpretar cada uno de los e; como los elementos que se combinan en el problema (en un
total de k) y los exponentes de la serie asignada a cada elemento como los posibles valores que pueden tomar
estos elementos. Al final, la solucién de nuestro problema es el coeficiente de z*.

Ejemplo 3.7.- Determina el total de enteros entre 1 y 1000000 tales que la suma de sus cifras sea igual a
15 (véase el Ejemplo 17 del Tema 2).

Podemos ver los enteros entre 1 y 1000000 como los nimeros de 6 digitos que pueden empezar
por 0. En este sentido uno de tales niimeros puede escribirse como

C1C2C3C4CrC6q.
Sus cifras sumaran 15 cuando se cumpla
c1+cy+c3+cg+c5+cg =15,

siendo cada uno de los ¢; un ntimero comprendido entre 0 y 9. Es decir, los posibles valores que
pueden tomar cada uno de los ¢; son 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8 6 9.

Por tanto, asignamos a cada uno de los 6 elementos que se combina la serie
G@)=1+z+a”+a° +a* +2° + 2% + 27 + 2% + 27

El resultado del problema serd el coeficiente de z'® en G(z)°.

Ahora bien, G(z) puede escribirse como

1— 10
Glz) = ——,

1—2x

por lo que
(120" 1016 = k
G(2)° = Ao =1-a") E CR(6, k)z".
—x
k=0

Aplicando el Teorema del binomio para desarrollar (1 — x

T e (Yomen= () - ()(1) < wme

T es
que es el resultado pedido. [

106 " encontramos que el coeficiente de
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En el ejemplo anterior teniamos una restriccién importante para los digitos ¢; : 0 <¢; <9, j =1,2,...,6.
Por lo tanto resultaba fundamental el delimitar tanto el primer término como el tltimo de la funcién genera-
dora. En otros problemas, donde no hay limitacién superior para las incégnitas, se puede seguir un desarrollo
mas sencillo.

Ejemplo 3.8.- ;De cudntas formas se pueden repartir 25 monedas de euro entre 4 ninos?
Se trata de encontrar las soluciones de
1+ T2 +x3+ x4 =25 conz; >0, j=1,2,3,4
Este problema se resuelve encontrando el coeficiente de 22° en
f@)=0+z+2?+23+.. 4224
0, equivalentemente, en
gx)=Q+z+2>+23+ - F2B 422 4. )%

Obsérvese que f(x) es un polinomio y g(z) es la representacién formal de una serie de potencias.
Obsérvese también que, para el calculo del coeficiente de 2%°, no se utilizan los términos de x*
con k > 26, de ahi la equivalencia entre ambos tratamientos.

Sin embargo, en ocasiones, es mas sencillo trabajar con series de potencias que con polinomios.
En nuestro caso, tenemos que

Q(IE)Z(1+x+x2+x3+---+x25+x26+---)4

l—x ZCR4]

7>0

por lo que nuestra solucién es CR(4,25) = (35) = 3276 formas. ]

Ejemplo 3.9.- Se lanza una moneda al aire 25 veces consecutivas, saliendo un total de 8 cruces. Calcula la
probabilidad de que no hayan salido 6 o mds caras consecutivas.

Llamemos ¢; al total de caras que han salido antes de la primera cruz, co al total de caras entre
la primera y segunda cruz y asi sucesivamente hasta llegar a cg, que representa el total de caras
después de la octava cruz.

Como se han realizado 25 lanzamientos y el total de cruces es 8, tiene que cumplirse
Cl+CQ+63+C4+C5+66+C7+68+09:17, (32)

pues en total habran salido 17 caras.

La probabilidad la calcularemos como siempre por el cociente entre casos favorables y casos
posibles.

Los casos posibles son el total de soluciones de la ecuacion (3.2), es decir CR(9,17) = (285). Noétese
que el resultado es el mismo que el de determinar las ocho posiciones que han ocupado las cruces
en los 25 lanzamientos.

Los casos favorables son las soluciones de (3.2) con la restriccién de que cada uno de los ¢; no
puede ser mayor que 5. Asignando a cada c; la serie

Gx)=1+z+2*+ 2% +2* +2°,

los casos favorables serdn el coeficiente de z!7 en G(z)°.

Como G(zx) puede escribirse como G(z) = (1 — 2°%)/(1 — ), resulta

(1—25)9

=

(1—2%) ZCRQk
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Desarrollando (1 — 2%)? mediante la férmula del binomio obtenemos el siguiente coeficiente para
17
x

CR(9,17) — <?) CR(9,11) + (g) CR(9,5).

Finalmente, la probabilidad pedida es

casos favorables

P = “casos posibles

~ CR(9,17) — (})CR(9,11) + (5)CR(9,5)
B CR(9,17)

= 0,413905.

La resolucién de este problema sin la ayuda de las funciones generadoras es bastante méas com-
plicada. Para determinar los casos posibles procedemos como en el ejemplo 17 del tema 2. Al
total de soluciones de (3.2) le descontamos las soluciones que incumplen el enunciado. Es decir,
descontaremos aquellas soluciones en que haya algtin ¢; mayor o igual que 6. Supongamos que es
cg > 6, entonces se tiene que cumplir

c1+cot+c3tcyg+cos+ce+er+eg <11

Como ya vimos en el ejemplo 17 del tema 2, el total de soluciones de esta desigualdad es CR(9,11).
Puesto que el elemento que puede ser mayor que 5 es cualquiera de los 9, habrd que descontar
9CR(9,11) al total de soluciones de (3.2). Notemos que este es el segundo término del coeficiente
de 2'7 que hemos obtenido mediante las funciones generadoras.

Sin embargo, este no es el resultado definitivo, ya que puede haber hasta dos elementos que pueden
ser mayores que 5 al mismo tiempo. En este caso habremos descontado dos veces esa posibilidad,
una por cada uno de los elementos que es mayor que 5. Por tanto, debemos sumar todo lo que
hemos descontado de més. Y es aqui donde hay que proceder con cuidado. A primera vista puede
parecer que si hay dos elementos mayores que 5, los otros siete tienen que sumar 5 o menos y
entonces habria que sumar (g) CR(8,5). Pero este factor no es el mismo que hemos obtenido
mediante funciones generadoras. El porqué de esto es que no hemos tenido en cuenta el orden,
pues si son cg y ¢g los que suman 13, por ejemplo, no hemos contemplado cuél de los dos es el
que vale 7 y cudl el que vale 6. Esto nos conduce a la tentaciéon de multiplicar por 2 el resultado
obtenido ((g) CR(8,5)). No obstante, esto no arregla el problema, ya que

2(3) CR(8,5) = 1584 > CR(9,5) — 1287.

;Doénde esta ahora el fallo? La respuesta es que cuando ambos elementos valen lo mismo, por
ejemplo 6 y 6, el orden no importa. Por eso hay que proceder con mucho cuidado, analizando
cada caso concreto.

Suma 12: 6 + 6, 1 caso — CR(7,5)

6+7,
746,

6+ 8,
Suma 14: ¢ 7+ 7, 3 casos — 3CR(7,5)
846,

6+97
7+8,
8+17,
9+ 6,

6 + 10,
7T+9,
Suma 16: 848, 5 casos — 5CR(7,5)
9 + 77
10 + 6,

Suma 13: { 2 casos — 2CR(7,5)

Suma 15: 4 casos — 4 CR(7,5)

65
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6+ 11,
7+ 10,
8+9,
9+38,
1047,
11 + 6,
La suma de todos estos valores puede comprobarse que es equivalente a CR(9, 5), por lo que ahora

si que obtendriamos el factor que aparece con las funciones generadoras. Por tanto, el resultado
seria el mismo. u

Suma 17: 6 casos — 6 CR(7,5)

Es importante destacar que un ataque del problema mediante combinatoria tradicional puede llevarnos a
una solucién equivocada. Por ello hay que ser muy cuidadoso a la hora de proceder en su resoluciéon. Es por
eso que las funciones generadoras resultan de gran utilidad, pues nos ahorran la mayor parte del razonamiento
combinatorio, evitando errores innecesarios que, de otra forma, pueden producirse.

3.3. Funciones generadoras exponenciales

Las funciones generadoras que hemos usado para resolver los problemas correspondientes a los ejemplos
anteriores se denominan, habitualmente, funciones generadoras ordinarias y se usan para resolver problemas
relacionados con combinaciones con repeticién con o sin restricciones. Este tipo de problemas es equivalente
a la distribucién de objetos idénticos en cajas diferentes. Cuando los objetos son diferentes el problema es
esencialmente el mismo, pero se necesita modificar convenientemente el tipo de funciones generadoras que
se usan. Se introducen entonces las que se conocen como funciones generadoras erponenciales. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 3.10.- Determina el total de palabras de cuatro letras formadas con a, b y ¢, de forma que la letra
a aparezca al menos dos veces.

Resolvamoslo inicialmente considerando casos. De este modo, las posibles combinaciones de le-
tras que pueden formar la palabra son {a,a,a,a}, {a,a,a,b}, {a,a,a,c}, {a,a,b,b}, {a,a,b,c}
y {a,a,c,c}. El total de palabras diferentes a los que da lugar cada conjunto de letras es un
problema de permutaciones con repeticién. Asi tenemos que la solucién es

4! 4! 4! 4! 4! 4!
20000 3ol 3ol 200 T 2l 20
Notese que el problema es muy parecido a los considerados anteriormente. En efecto, si denotamos

por e el total de as que aparecen en la palabra, por es el total de bs y por e3 el total de cs, se
tiene que cumplir

(3.3)

e1+ex+e3=4, er > 2, eze3>0.

La diferencia es que ahora cada solucién entera de la ecuaciéon no contribuye en uno al total de
soluciones, sino en un nimero igual a

4! (61 +e9 + 63)!

61!62!63! 61!62!63!

En este sentido, podemos asignar a cada elemento que se combina (en este caso las letras a, b
y ¢) una serie de potencias en x donde el exponente representa el nimero de veces que dicho
elemento interviene en la combinacién y donde el coeficiente de z* es 1/k!. No es dificil ver que
entonces la solucién del problema serd el coeficiente de 2 (en este caso) multiplicado por 4! o,
equivalentemente, el coeficiente de x4 /4!.

Para el problema que nos ocupa, las series que debemos asignar a cada elemento son

x2 x3 x4
LTI TR TR
.232 3
b — 1+J)+§+§+"',

1 1'2 1'3
c — +=’C+§+§+"‘-
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Si multiplicamos las series y buscamos el coeficiente de z* y lo multiplicamos por 4! obtenemos
(3.3).
Conviene hacer notar que las series asignadas son series exponenciales, ya que
T =1 +x2+x3+...+xk_|_...
Por tanto, el producto de las tres series correspondientes a a, b y ¢ las podemos expresar como

(e” —x —1)e%e” = 3% — ze?® — %7,

Si buscamos ahora el coeficiente de z* en la expresién anterior y lo multiplicamos por 4! resulta
3t —4.2% 2%
Esto es, el total de secuencias diferentes que se pueden formar con a, b y ¢ menos el total de

secuencias que tienen una séla a, menos el total de secuencias que no tienen ninguna a. ]

Definicién 3.2.- Una funcién generadora exponencial para la sucesion de nimeros {a,}n>0 es una funcién
G(x) que admite el siguiente desarrollo en serie:

x? z3 z"
G(:c):a0+a1x+a2§+a3§+~~+ana+~w

Para analizar la relacién entre las funciones generadoras exponenciales y los problemas de distribucién en
los que importa el orden, recordemos lo que nos dice el Teorema del binomio:

ray = () + (D)o (5)er+ o+ (1)

=C(n,0)+ C(n,Dx + C(n,2)z* +--- + C(n,n)z", n=0,1,2,3...

Tengamos en cuenta ahora que

. n! Vin,j)
i e i

donde V(n,j) es el nimero de variaciones de n elementos tomados de j en j. En consecuencia, para n =

0,1,2,3...,
56'2 1'3 n
(L +2)" =V(n,0) +V(n, o+ V(n,2) 55 +V(n,3) 55 + -+ V(n,n)—.

n!
Por lo tanto, si nos fijamos en el coeficiente de 27 /4! en el desarrollo de (1 + x)", obtenemos V (n, j).
Observemos que el desarrollo en serie de Taylor de la funcién exponencial e” es:

o]
132 ZZJ3

s_q, 8 ¥
=1ttt gttt =>
§=0

xJ

Por lo tanto e* es la funcién generadora exponencial de la sucesién {1,1,1,...} y la funcién generadora
ordinaria de la sucesién {1,1/1!,1/2,1/3!,...}.

Ejemplo 3.11.- Encuentra la funcion generadora exponencial que permite determinar el nimero de formas
de distribuir n personas en tres habitaciones diferentes de manera que haya al menos una persona en cada
habitacion.

Calcula el numero de formas de distribuir 25 personas en tres habitaciones diferentes de manera que haya
al menos una persona en cada habitacion.

Se trata de la funciéon generadora

1'2 x‘?’ $4 3 3
G(JZ)(ZL‘+2'+3'+4'+) :(6 71) .
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Para encontrar la solucién en el caso de 25 personas, debemos calcular el coeficiente de x2°/25!
en el desarrollo anterior. Para ello,

Ol Y] gy
(" —1)° = — 3> 43" — 1= 3T 33 9T 133y T
=0 PR j=0 J°

por lo que el coeficiente de 22° /25! es 325 — 3225+ 3. Nétese que este resultado es también 3!{235},
como se deduce del Teorema 2.12. [

Ejemplo 3.12.- Encuentra la funcion generadora exponencial que permite determinar el nimero de formas
de distribuir n personas en cuatro habitaciones diferentes de manera que en cada habitacion haya un nidmero

par de personas.
Resuelve el problema para el caso de 18 personas. ;Qué ocurrird para un nimero impar de personas?

Se trata de la funcién generadora

2zt : e +e2\*
o= (1+ 5+ 2e ) - (£2)

Para encontrar la solucién en el caso de 18 personas, debemos calcular el coeficiente de z8/18!
en el desarrollo anterior. Para ello,

xT —T 4
1
<e +2€ > _ 271(6493 +4€2z +6+4672x+674z)

o

247 +4Zzﬂf+4z J2g7+z J4J +6
! ! =

En consecuencia, el coeficiente de x18/18! es

2(418 4 4 - 218)/24 — 2(416 4 216).

Para el caso de un ntimero impar de personas, se puede probar, bien con un poco de légica, o
bien analizando los coeficientes del desarrollo anterior convenientemente modificado, que no hay
ninguna distribucion posible. ]

3.4. Problemas resueltos

1. Dos amigos se quieren repartir 8 botellas de vino blanco, 9 botellas de clarete y 11 botellas de tinto.
;De cuantas formas se puede hacer el reparto si cada uno tiene que recibir 14 botellas y al menos un
par de botellas de cada tipo?

Solucién. Consiste en fijar la distribucién de uno de los amigos, respetando la cantidad
minima que debe recibir el otro. Asi, x1, 22, 23 son las botellas de cada tipo que recibe uno
de los amigos, x1 + x2 + x3 = 14 con 2 < 27 < 6 (para dejarle un minimo de dos botellas al
otro), 2 < a9 <7,2<z3<9.
La solucién nos la da el coeficiente de z'* en

(a3 +2r + 25 + 28 @+ 3+t 25 428+ 27)

(2 + a2 ot + 2% 4 2% + 2" 2 4+ 2?)
=21 4+az+2? +23 +a )1+ + 2+ 23 + 2t +2°)
x(I+zx+a®+a3+at +2° 425+ 27)
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es decir, el coeficiente de z® en

1-a”)(1 -2 -2®%)/1-2)* =1 -2 —a®—2®+ 2" +.-) Y CR(3,k)
k>0

= CR(3,8) — CR(3,3) — CR(3,2) — CR(3,0). =

2. Determina el total de formas en que pueden distribuirse 20 objetos distintos en 6 cajas distintas de
manera que haya dos cajas que contengan cada una a lo sumo 2 objetos y que, de las otras cuatro, una
contenga un ntmero par de objetos y otra un niimero impar.

Solucién. Sea a; el total de elementos que recibe la caja j. Como hemos distribuido 20
objetos, es evidente que
a1 + as + az + a4 + as + ag = 20.

Asignemos a cada caja una serie donde los exponentes de las potencias de x representen
el namero de objetos que recibe la caja. Como hay restricciones, supongamos que las dos
primeras cajas son aquéllas que contienen a lo sumo dos objetos. De esta manera, las series
correspondientes a las dos primeras cajas son

1 v
Como vemos la serie es finita, pues las cajas no pueden contener més de dos objetos (potencia
de z?%). Ademés, cada potencia de x va dividida por el factorial del exponente. Esto es porque
no s6lo interesa saber cuantos objetos hay en cada caja sino también cuéles, ya que éstos son
distintos.

Suponiendo, ahora, que la tercera caja es la que contiene un nimero par de objetos, a ésta le
corresponderé la serie
2 4 T —x
T T e’ +e
1+4=4+=4+...=— "
20 4l 2

Si es la cuarta caja la que contiene un ntimero impar, a ésta le corresponde la serie

N ——
x J— J— =
3! 5! 2
Finalmente, a las otras dos cajas les corresponde la serie
2 3
x x o
1+x+a+§+“‘—€ .

Si multiplicamos todas las series, la solucién del problema seré el coeficiente de 220 multipli-
cado por 20!. Ahora bien el producto de todas las series nos da

22\? [e* e et —e T\ . .
(1+x—|—2!) ( B )( 3 )ee

4 41_1
:<1+2m+2x2+x3+2> (e )

Teniendo en cuenta que

(42)® | (42)°
2! 3!

641:1+(4I)+ 4+

encontramos el siguiente coeficiente para 22°

— 22—+

1 420 419 418 417 1 416
<20! 19! " 718! 17!+416!>'
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La solucién final seré este coeficiente multiplicado por 20! y por la manera de elegir las cajas
que contienen a lo sumo dos objetos, la que tiene un nimero par y la que tiene un nimero

impar. Pero esto puede hacerse de
6\ [4\ (3
2/\1/\1

formas. Es decir, se eligen primero las dos que contienen a lo sumo dos objetos de entre las
seis cajas, luego, de las cuatro restantes, se elige la que contiene un niimero par y finalmente
se elige la contiene un ndmero impar entre las tres restantes. Asi, la solucién final es

6 4 3\ 1 420 419 418 417 1416
20! -l =4+2—=4+2—4+ =+ -—
<2) (1) (1> 4 <20! + 19! + 18! + 17! + 4 16!) ’
es decir, 13800889 563 217920 distribuciones posibles. [ ]

3. Determina el total de maneras en que pueden distribuirse 12 objetos diferentes en 6 cajas distintas,
si una de las cajas debe contener un niimero impar de objetos y, al menos, otras dos no deben estar
vacias. ;Cémo cambia el problema si anadimos, ademaés, la condicién de que una de las cajas contiene
a lo sumo 2 objetos?

Solucion. En primer lugar hay que plantear una ecuaciéon que refleje la distribuciéon que se
estd realizando. Asi, en este problema, si llamamos x1, 2, 23, T4, T5 ¥ ¢ al nimero de
objetos que se ponen en las cajas 1, 2, 3, 4, 5 y 6, respectivamente, se debe cumplir

T1+ Ty + T3+ x4+ 25 + 26 = 12,

pues en total hemos distribuido 12 objetos.

Ahora asignamos a cada variable x; una serie de potencias en x de forma que los exponentes
de z representen el niimero de objetos que es posible poner en la caja j.

Supongamos que es la primera caja la que contiene un ntimero impar de objetos. Puesto que
los objetos a distribuir son distintos, importa saber no sélo cuantos hay en cada caja, sino
cudles hay en cada una, por lo que en este caso, la serie que le corresponde a z; serd una
serie exponencial

3 5 7
x x x x
f—i—y—i—y—kﬁ—k (3.4)
Anédlogamente, si las cajas 2 y 3 son las que no pueden estar vacias, a éstas les corresponde
la serie ) 5 .
x oz x x
+ =ttt (3.5)

FTRREE TR TR
donde estén todos los exponentes menos el 0 (caja vacia).
Para el resto de cajas, como no hay ninguna restriccién, la serie correspondiente es

1 T x2 3 gt

ottt ot (3.6)
A continuaciéon debemos multiplicar las 6 series y el resultado del problema sera el coeficiente
de z'? (12 es el total de objetos distribuidos), multiplicado por 12!.

Ahora bien, la serie (3.4), correspondiente a la primera caja, se puede escribir como

la serie (3.5) como e” — 1 y la serie (3.6) como e”. Por lo tanto el producto de las 6 series da
como resultado
— ez 6695 _ 65:E + 6395 _ 62:6

2

Teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la exponencial, el coeficiente de x'2 multiplicado
por 12! resulta ser

%(612 _ 512 + 312 _ 212).
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Este no es el resultado final del problema, ya que aqui hemos supuesto que la caja primera
era la que tenia un ntmero impar de objetos y que las cajas 2 y 3 eran las que no podian
estar vacias. Sin embargo, la caja con un nimero impar de objetos puede ser cualquiera de
las seis y, una vez que ésta esta fijada, de las cinco restantes, cualesquiera dos pueden ser las
que no deben estar vacias. Por lo tanto el resultado obtenido antes hay que multiplicarlo por
6C(5,2)

Para responder a la segunda pregunta del problema no debemos hacer nada nuevo, pues esa
condicién va implicita en las anteriores. Como no se especifica cudl de las cajas es la que
debe cumplir la condicién, hemos de suponer que puede ser cualquiera. Supongamos que la
caja que tiene un nimero impar de objetos tiene sélo uno. Entonces, esta caja cumple con
la condicién. Si tuviera 3, como hay otras 2 que no deben estar vacias, si alguna de ellas
tuviera 1 6 2 objetos, ya estaria. Si no fuera asi, entonces tendriamos tres cajas con al menos
9 objetos, con tres para repartir en otras tres cajas, lo cual significa que al menos una no
supera los dos objetos. ]

3.5. Problemas propuestos
1. Construye una funcion generadora para a,, el niimero de soluciones enteras de las ecuaciones:

a) T1+x2+ax3+rst+as=n, 0<z; <4, j=1,...,5.

r1+xetaz=mn, 0<z; <4, j=1,2,3.

o T

[N

)
)
) z1+zotastaa=mn, 2<z; <8, j=1,...,4, x1 par, xo impar.
) z1+zet+astaa=mn, 0<z;, j=1,...,4.

)

e) x1+ax2+r3+as=mn, 0<xj, j=1,...,4, x3, 74 impares, x4 > 3.

2. A partir de las operaciones bésicas entre funciones generadoras, determina las funciones generadoras
de las sucesiones de término general:

an=12; by,=n; c,=2n+1;, d,=n* e,=nn—1)(n-2)(n-3).

3. Construye una funciéon generadora para a,,, el nimero de formas de seleccionar de una pila n objetos,
si la pila estd compuesta por

a) Tres bolas rojas, cuatro negras y cuatro blancas.

b) Cinco bolas rojas, tres blancas y ocho negras y en cada seleccién hay al menos una bola de cada
color.

¢) Un ntimero ilimitado de bolas rojas, blancas y negras.

d) Bolas de siete colores distintos de forma que en la seleccién haya un nimero impar de bolas del
primer y segundo color.

4. Determina la funciéon generadora del ntimero de selecciones posibles de n bolas elegidas de entre una
coleccién de 8 colores, si las bolas estan en paquetes de 5.

5. Usa funciones generadoras para determinar el nimero de formas de elegir 5 ntimeros entre 1 y n de
forma que no haya dos consecutivos. Calcula la solucién para el caso n = 20.

6. Mediante funciones generadoras, calcula el niimero de formas en que se pueden recolectar 24 euros de
4 ninos y 6 adultos si cada uno de ellos dona al menos 1 euro, pero los nifios no donan més de 4 euros
y los adultos no més de 7 euros.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Se distribuyen, al azar, 32 objetos idénticos en 12 cajas numeradas del 1 al 12. Si ninguna tiene mas de
4 objetos, jcudl es la probabilidad de que al menos dos estén vacias? ;Cudl es la probabilidad de que
la quinta y la sexta caja estén vacias?

Encuentra la funcién generadora para obtener el total de formas en que pueden distribuirse 20 personas
en 6 habitaciones si tiene que haber entre 2 y 4 en cada habitacién en los siguientes casos:

a) Las habitaciones son indistinguibles.

b) Las habitaciones son diferentes.

Determina el niimero de secuencias de longitud 25, formadas con los niimeros 0, 1 y 2 de forma que:

a) Haya un niimero par de ceros.
b) Haya un ntimero par de ceros y un nimero par de unos.

¢) Ningtn nimero aparece exactamente dos veces.

Se distribuyen al azar 10 objetos idénticos en 15 cajas diferentes. Calcula la probabilidad de que las dos
primeras tengan al menos un objeto cada una.

[ Cuantas palabras de 10 letras pueden construirse con 22 consonantes y 5 vocales si las vocales no
pueden usarse méas de una vez?

;De cudntas maneras pueden distribuirse n objetos distintos en k cajas distintas si ninguna caja puede
estar vacia?

Determina el total de maneras en que pueden distribuirse 10 objetos diferentes en 5 cajas distintas, si
una de las cajas debe contener un niimero par de objetos y, al menos, otras dos no deben estar vacias.
;Cémo cambia el problema si anadimos, ademas, la condicién de que una de las cajas contiene a lo
sumo 2 objetos?

Determina el total de secuencias de longitud n formadas con 1, 2, 3 y 4 de manera que el total de doses
y treses sea par.
Calcula de cuantas formas pueden distribuirse 40 objetos diferentes en 4 cajas distintas si:

a) Debe haber un nimero par de objetos entre las dos primeras (el 0 es un nimero par).

b) Debe haber un ntimero impar de objetos entre las tres primeras.

Resuelve el apartado b) en el caso de que los objetos sean iguales.

;,Cuantos numeros de 10 cifras formados con los digitos 1, 2, 3 y 4 son tales que los digitos 2 y 3 no
pueden usarse exactamente dos veces?

Determina el total de formas en que pueden distribuirse 20 objetos diferentes en 7 cajas distintas de
forma que ninguna esté vacia y las dos primeras contengan 4 objetos entre las dos.

Se distribuyen al azar 10 objetos idénticos en 15 cajas diferentes. Calcula la probabilidad de que:

a) Las dos primeras tengan al menos un objeto cada una.

b) Haya al menos dos objetos en las dos primeras.

;Cambiarian las probabilidades si los objetos fueran distintos?
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19. ;Cuantos numeros de 5 cifras, pudiendo empezar por 0, son tales que los digitos 2 y 3 aparecen como
mucho una vez? ;Y al menos una vez?

20. Un barco lleva 48 banderas, 12 de cada uno de los colores rojo, blanco, azul y negro. Se colocan doce
de estas banderas en un maéstil para comunicar una sefial a otros barcos.

a) ;Cudntas de estas sefiales utilizan un ndmero par de banderas azules y un nitimero impar de
banderas negras?

b) ;Cuédntas de estas sefiales tienen al menos tres banderas blancas o no tienen ninguna?
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Capitulo 4

Sucesiones recurrentes lineales

4.1. Introduccion

Al igual que las funciones generadoras, las relaciones de recurrencia son una técnica que sirve para resolver
algunos problemas combinatorios de forma sistematica. En ocasiones, la dificultad para resolver un problema
depende de las dimensiones del mismo. Por ejemplo, encontrar los subconjuntos de dos elementos que se
pueden formar a partir de un conjunto de tres elementos es un problema sencillo. Sin embargo, si aumentamos
las dimensiones del problema, un recuento «por la cuenta de la vieja» resulta enseguida inviable. Se necesita
entonces abordar el problema con otro tipo de conocimientos y técnicas. En el caso del ejemplo anterior, es
conocido (véase la seccién 2.8) que la solucén al problema la da el nimero combinatorio (Z) En esa misma

seccién se obtuvo la relacién
n\ [(n-— 1 + n—1 (4.1)
k) \k-—1 k ' ’

Podemos interpretar esta relacion entre niimeros combinatorios como una manera para resolver un problema
en unas dimensiones (n y k) en términos del mismo problema en dimensiones menores (n — 1y k — 1). La
férmula (4.1) es un ejemplo de lo que se conoce como una ecuacién de recurrencia. El interés de las férmulas
de recurrencia es que proporcionan un algoritmo para resolver problemas de dimensiones cada vez mayores.
Lo tdnico que hace falta es conocer los puntos de partida (que suelen ser problemas sencillos de resolver) y
determinar la propia férmula de recurrencia, que suele ser lo més complicado.

Las ecuaciones recurrentes tienen otras aplicaciones, entre las que podriamos destacar la resolucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Es por ello que existe una teoria desarrollada que permite su resolucion,
al menos en el caso de que se trate de una ecuacién en recurrencias lineales. En este capitulo presentamos
dicha teoria y la aplicamos al caso de resolver problemas de recuento.

4.2. Sucesiones recurrentes

Una sucesion recurrente es aquélla en la que los términos de la misma vienen dados en funcién de los
anteriores. En los capitulos precedentes ya nos hemos encontrado con este tipo de sucesiones (coeficientes
binomiales, niimeros de Stirling de primera y segunda clase, etc.). Sin embargo, las sucesiones que nosotros
vamos a tratar son las que denominaremos sucesiones recurrentes lineales, en las que los términos de la
sucesion se obtienen a partir de combinaciones lineales de los términos anteriores.

Antes de dar una definicién precisa de lo que son este tipo de sucesiones, veamos dos ejemplos clésicos.
Comenzaremos con un problema recreativo, denominado las torres de Hanot, que debe su origen al matematico
francés Edward Lucas (afio 1883).

Ejemplo 4.1. (Torres de Hanoi) Inicialmete tenemos una torre de 8 discos, apilados uno sobre otro en
orden decreciente, insertados en una de tres agujas. El objetivo es pasar toda la torre de discos de una aguja
a otra, moviendo solo un disco cada vez y de forma que nunca puede colocarse un disco mayor sobre otro
menort. ;Cudntos movimientos son necesarios para resolver el problema?

ILucas planteé el problema como si fuera una leyenda sobre la torre de Brahma, con 64 discos. Al principio de los tiempos
Dios coloco 64 discos de oro en la primera aguja y ordené a un grupo de monjes que transflrieran todos los discos a la tercera

75
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Torres de Hanoi

Figura 4.1: El juego de las torres de Hanoi con siete discos.

Resolveremos el problema en el caso general, suponiendo que el niimero de discos es arbitrario,
digamos n. Luego obtendremos la solucién particular para el caso n = 8.

Para empezar, trataremos de encontrar la solucién del problema para casos pequefios, es decir,
para pocos discos, v luego generalizaremos el resultado. Para ello es necesario introducir cierta
notacién, como es llamar 7}, al minimo ntimero de movimientos necesarios para pasar una torre
de n discos de una aguja a otra. Es obvio que 71 = 1 y T2 = 3. Pero, jqué pasa cuando hay mas
discos? Si el niimero de discos es n = 3 es facil darse cuenta que la forma 6ptima de proceder es
pasar los dos primeros discos a la aguja intermedia, luego pasar el tercer disco a la tercer aguja y
finalmente los dos discos de la aguja intermedia a la tercera. Esto nos da una estrategia recursiva.
En el fondo, si sabemos cémo proceder con dos discos, también sabemos proceder con tres.

Con n discos la estrategia es similar. Basta con transferir n— 1 discos a la aguja intermedia, pasar
el dltimo disco a la tercera aguja y, finalmente, los n— 1 discos de la aguja intermedia a la tercera.
Por lo tanto, en términos de 7T,, el nimero de movimientos que se necesitan son:

s T, para transferir los 7 — 1 primeros discos a la aguja intermedia.

= Un movimiento para pasar el tltimo disco a la tercera aguja.

m T, para transferir los n — 1 discos de la aguja intermedia a la tercera.
En resumen, el total de movimientos para transferir una torre de n discos es
T,=2T,_1+1, Ty =1. (4.2)

Esta es una sucesién recurente, puesto que el término n-ésimo de la sucesién se obtiene a partir
del (n—1)-ésimo. Para nuestro problema hay que determinar el valor de T3, lo que da un resultado
de 255 movimientos.

Por méas que los términos de la sucesién vengan dados por (4.2), no parece que sea muy util a
la hora de calcular el valor de un término concreto de la misma para valores grandes de n. Por
ejemplo, ;jcuél es el minimo niimero de movimientos para n = 64, como en el problema inicial de
Edward Lucas? Para dar la respuesta debriamos calcular todos los valores de la sucesién hasta
n = 63. La pregunta entonces es: ;Hay alguna manera de encontrar una férmula que nos diga
cuanto vale la solucién para un n cualquiera y que sea sélo funcién de n?

Podemos ir viendo qué se obtiene para los primeros términos de la sucesién T),:

T | T | T | Ty |Ts | T | T | Ts
137 15]3l 6312725

aguja, siguiendo las reglas mencionadas. Cuando hubieren acabado su tarea, el mundo llegaria a su fin.
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No es dificil darse cuenta de que cada término es una potencia de 2 menos 1, por lo que podemos
suponer que

T,=2"—1. (4.3)
Sin embargo, esto no es una prueba y, una demostracion rigurosa, precisa del principio de induc-
cion. De hecho, las sucesiones recurrentes son un campo muy apropiado para encontrar problemas
donde poner a prueba el principio de inducciéon matematica. En este caso es facil ver que la base
de la induccién se cumple, pues para n = 1 se tiene

T,=2'—1=1.

Supongamos ahora que la formula (4.3) es cierta para n < k y probemos que entonces también es
cierta para n = k. Como
Ty = 2T 1 +1,

podemos usar la hipdtesis de que la férmula es cierta para k — 1 y entonces
T =202"'—1)+1=2F -1,

por lo que la férmula también es cierta para n = k. De esta forma, por induccién, hemos probado
que (4.3) se cumple para cualquier n € N.

Ahora, con la expresién que nos proporciona (4.3), ya podemos calcular Tg4, 0 cualquier otro valor
de la sucesién, y obtenemos que

Ts4 = 18446 744073709 551 615.

Suponiendo que los monjes de Brahma hagan un cambio cada segundo, el mundo se acabaria
aproximadamente 600.000 millones de anos después del primer movimiento. [

Ejemplo 4.2.- ;Cudntos trozos de pizza pueden obtenerse haciendo n cortes rectos con un cuchillo? Dicho
de otra manera ;Cudl es el mimero mdzimo de regiones R, en que queda dividido el plano por n rectas®?

Como en el ejemplo anterior podemos empezar considerando los primeros casos, es decir, cuando
hay un niimero pequeno de rectas.

Si no hay ninguna recta, n = 0, sélo hay una regién y Ry = 1. Si hay una recta habra dos regiones
y Ry = 2. Para dos rectas el niumero de regiones es Ry = 4. Parece ser que el nimero de regiones
se duplica cada vez y podemos suponer que R, = 2". Sin embargo, esto no es cierto, como se
observa al considerar tres rectas, donde el maximo niimero de regiones que se pueden conseguir
es 7.

No es dificil darse cuenta de cémo encontrar una recurrencia. De hecho, una recta, la n-ésima por
ejemplo, incrementara el niimero de regiones en k si y sélo si atraviesa k regiones existentes. Pero
para que eso suceda la nueva recta debe cortar en k — 1 puntos a las rectas existentes. Puesto
que dos rectas solo se pueden cortar en un punto, podemos incrementar el nimero de regiones de
manera maxima si la nueva recta corta a cada una de las ya existentes. En este caso el nimero
de regiones se incrementard en n, al tratarse de la recta n-ésima. Por tanto

Rn = Rn—l + n.

Como en el ejemplo anterior se trata de una recurrencia lineal. Ademds, puesto que Ry = 1,
podemos encontrar una férmula explicita para R, usando la recurrencia una y otra vez. En
efecto,

R, = R,_.1+n
R, 2+(n—1)+n
Ry 3+(n—2)+(n—1)+n

= Ro+1+2+4--+n=14142++n.

Y por el ejemplo 4 del capitulo 1,

nn+1)
2 )

2Este problema fue resuelto por vez primera en 1826 por el matemético suizo Jacob Steiner.

R,=1+ n > 0. [ ]
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En estos dos ejemplos hemos sido capaces de encontrar una férmula explicita para los términos de la
recurrencia. Pero no siempre resulta tan sencillo, como veremos a continuacién en un problema clasico que
apareci6 en el Liber abaci de Leonardo de Pisa (Fibonacci) en el siglo XII.

e

"
00 0
|

Figura 4.2: El problema de los conejos de Fibonacci.

Ejemplo 4.3.- Un hombre encerré a una pareja de conejos en un lugar rodeado por un muro por todas partes.
4Cudntos pares de conejos pueden producirse a partir del par original durante un ano si consideramos que
cada pareja engendra al mes un nuevo par de conejos que se convierten en productivos al seqgundo mes de
vida?

Como antes, empecemos por el principio, viendo lo que pasa en los primeros meses, tal y como se
refleja en la figura 4.2. Al segundo mes tendremos la pareja inicial que ya se ha vuelto productiva.
Al tercer mes habra dos pares de conejos, uno el productivo y otro el engendrado por la primera
pareja. Al cuarto mes habra tres pares; la primera pareja habra engendrado un nuevo par, mientras
que la segunda se ha vuelto ya productiva. Asi, si llamamos F}, al nimero de pares de conejos en
el mes n-ésimo podemos escribir

Fi=1 Fy=1 F3=2, Fy=3.

i{Es F,, = n—17 La respuesta es no, y para verlo consideremos el siguiente término de la sucesin,
F5. Como al cuarto mes hay dos parejas productivas, en el quinto mes tendremos las tres parejas
que ya habia més dos nuevas parejas, las engendradas por las productivas. Por lo tanto F5 = 5. A
partir de aqui, no es dificil dar con una relacién para los términos de la sucesién. En realidad, en
el n-ésimo mes tendremos todos los pares de conejos que habia en el mes anterior mas todos los
pares que han nacido. Pero los pares que han nacido son igual al nimero de parejas productivas
v éstas son igual al nimero de parejas que habia en el mes n — 2 (las que ya eran productivas lo
siguen siendo y las que no lo eran se han vuelto productivas al haber transcurrido un mes). Por
lo tanto
F,=F,_1+F, .

Sin embargo, en este caso no es sencillo encontrar una férmula explicita para los términos de la
sucesion. La diferencia fundamental con las sucesiones de los dos ejemplos anteriores radica en
que F), viene dado en funcién de los dos términos anteriores de la sucesién y no sélo del anterior,
como ocurria antes. De hecho se puede ver que

Fn=%I(1+2ﬁ)"_<1—2ﬁ>"]’ 84

pero esto no parece obvio por inspeccién de los términos de la sucesion. Ni siquiera parece obvio
que la férmula (4.4) dé lugar a niimeros enteros para los diferentes valores de n.
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Puede obtenerse la férmula (4.4) mediante una sencilla aplicacién del Algebra Lineal. Para ello
basta expresar la recurrencia en forma matricial. De hecho, podemos escribir

Forn | |01 F,
[ Foio } B [ 11 ] [ Frt1 ] (4:5)
Si llamamos A a la matriz que aparece en (4.5), resulta
FQ F1 Fn+1 Fl
= A . S An . .
[e]=alz] [En]= (5]

Si sabemos calcular las potencias de una matriz, el problema estd resuelto. Ahora bien, esto es
relativamente sencillo si conocemos los valores y vectores propios de la matriz A. En efecto, si Ay
y A2 son los valores propios de A, y la matriz es diagonalizable, existe una matriz P, que tiene
por columnas a los vectores propios, tal que

|:>\1 0:|:P_1'A'P,

0 X
y ademas,
n __ A? 0 —1

wor % 2]
En nuestro caso, los valores propios de A son \; = 1+2\/g’ Ao = 1*2\/‘?’ y las matrices P y P!
resultan ser

po| T M o LD A
1 1 VB | =1 =)

Teniendo en cuenta que F; = F> = 1, entonces
|: Fn+1 :| _ L -y =X\ )\? 0 1 A1 |: 1 :|
Frto V| o1 1 0 A2 —1 =X L]

Haciendo las operaciones, obtenemos

1
Fn+2:%(

v, puesto que 1 + A1 = A2 y 1+ Ay = A3, se obtiene el resultado dado en (4.4). ]

AT(T+ A1) = A5 (1+A2)),

Con el objeto de encontrar un procedimiento para calcular el término general de una sucesién (a,) que
viene dada a través de una recurrencia lineal, empezaremos por dar una definicién més o menos precisa de
lo que entenderemos por sucesién recurrente.

Definicién 4.1.- Dada una sucesion (a,), si existe un nimero natural k y unos nidmeros reales c1, ca, ...,
ci tales que a partir de un cierto m se tiene

Untk = Clan+k—1 + Colnip—2 + -+ + ckan + f(n), (4.6)

conn > m > 1, diremos que (a,) es una sucesién recurrente lineal de orden k. A la relacidn (4.6) la
denominaremos ecuaciéon recurrente lineal de orden k.

Supongamos que (4.6) es vélida para n = 1 (lo que significa m = 1 en la definicién), entonces
a1 = crag + coap—1 + - + crar + f(1),

por lo que para determinar a1 es necesario conocer aj, as, ..., ai. Es decir, para que una recurrencia lineal
de orden k esté completamente determinada, ademés de la ecuacién (4.6) que la define, es preciso conocer
los k primeros términos de la misma.
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Definicién 4.2.- Las recurrencias lineales se clasifican en homogéneas y no homogéneas, segun sea el término
independiente f(n). Asi, si en la ecuacion (4.6) f(n) =0, es decir, f(n) es la funcidn constante igual a cero,
diremos que la recurrencia es homogénea. En caso contrario, diremos que la recurrencia es no homogénea.

En muchas ocasiones una recurrencia no homogénea puede transformarse en otra que si lo es. Por ejemplo,
la recurrencia dada para el problema de las Torres de Hanoi (ejemplo 4.1), T,, = 2T,,_1 + 1, es una recurencia
de orden uno no homogénea. Sin embargo, escribamos la recurrencia para n + 1 y restemos las expresiones
correspondientes a Ty, 11y T),

TnJrl =2T, +1, T, =2T,1+1

Tn+1 =T, =2T, —2T, 1
Ty = 3T — 2T 1.

Observamos que los términos de T,, satisfacen una recurrencia lineal homogénea de orden dos.
Anélogamente, la recurrencia para el caso de las regiones en que queda dividido el plano por n rectas

(ejemplo 4.2) puede transformarse en otra homogénea por un procedimiento similar. En este caso en la

recurrencia no homogénea R,, = R,,_1 + n, consideramos los términos R,, y R, +1. Restandolos se obtiene

Rn+1 — Rn = Rn - Rn—l + ]-7

es decir
Rn+1 = 2Rn - Rn,1 + 1.

Considerando ahora R, ;2 y volviendo a restar se obtiene finalmente
Rn+2 = 3fin-{-l —3R, + Rn—h

que es una recurrencia lineal homogénea de orden 3.

Como se ve, el precio que hay que pagar para convertir una recurrencia no homogénea en otra homogénea
es el aumento en el orden de la misma. Sin embargo, para la resolucién de las recurrencias homogéneas existe
un método general que consideraremos a continuacion.

4.3. Resolucién de recurrencias lineales homogéneas

Empecemos resolviendo una recurrencia lineal de primer orden homogénea. Esto es, una recurrencia dada
por la ecuacion
Gpt1 = qan, n>1. (4.7)

Observemos que cualquier progresién geométrica de razéon ¢ cumple esta ecuacién. De hecho, aplicando
sucesivamente la relacién (4.7) se obtiene

apt1 = a1q", n > 0. (4.8)

En este caso, la sucesion queda determinada de manera tnica por el primer término de la misma y por el
coeficiente ¢. Una férmula explicita para los términos de la sucesién estd dada por (4.8).

Consideremos ahora el caso de una recurrencia lineal homogénea de orden k dada por la relaciéon
Utk = CLptk—1 + Colnyk—2+ -+ Ckan, 0> 1 (4.9)

Esta ecuacion es satisfecha por infinitas sucesiones, al igual que la ecuacién (4.7) era satisfecha por cualquier
progresién geométrica de razén g. En este caso la sucesién quedara determinada de manera tnica una vez
que se conozcan los k primeros términos de la misma.

Por ejemplo, no es complicado comprobar que las sucesiones de la forma a,, = A + B2", con A y B dos
numeros reales cualesquiera, satisfacen la recurrencia a,4+1 = 3a, — 2a,—1, n > 1. Ahora bien, si fijamos los
dos primeros términos de la sucesion (ay,), ésta queda determinada de forma tnica. En efecto, si ag = a1 = 1
entonces a, = 1 para todo n > 0. Sin embargo, si ap = 1/2 y a; = 1 entonces a,, = 2"~ ! para todo n > 0.
En general, dados los dos primeros términos ag y a1, los coeficientes A y B son la tinica solucién del sistema

de ecuaciones
A + B an
A + 2B = aj.
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Con el fin de encontrar una férmula para dar el término general de una recurrencia lineal, veamos primero
algunas propiedades de las soluciones de la ecuacion (4.9).

Teorema 4.1 Si (z,,) e (yn) son dos sucesiones que satisfacen la ecuacidn (4.9), entonces la sucesion (z),
tal que z, = Ax,, + By,, con A, B € R, también satisface (4.9).

Demostracion. Por ser (x,,) e (y,) sucesiones que verifican (4.9) se tiene
Ttk = C1Tpyk—1 T C2Tpyk—2 + -+ + CkTn,
{ Yntk = ClYntk—1 T C2Yntk—2 + - - + CkYn.
Multiplicando la primera ecuacién por A, la segunda por B y sumando, resulta
AZyik + Bynir = 1 (Axn—&-k—l + Byn+k—1) + 02(A1'n+k—2 + Byn+k—2)

+ -+ ci(Azy, + Byy).
Es decir, la sucesion (z,) dada por z, = Az, + By,, también satisface la ecuacién (4.9). |
Este resultado nos dice que cualquier combinacién lineal de sucesiones que satisfacen (4.9) también sa-

tisface (4.9). A partir de aqui, no es dificil probar que cualquier sucesién que satisface (4.9) se puede poner
como combinacién lineal de una base de k sucesiones independientes que también satisfacen (4.9). En efecto,

sean (z]), con m = 1,...,k, las k sucesiones independientes. Entonces la sucesién (a,) cuyos k primeros
términos son aj, asg, ..., a; se podré obtener como combinacién lineal de (z*) siempre que el sistema de
ecuaciones

Ayrl 4+ Ag? + -+ Apah = ay,
Ayxd 4+ Agzd + -+ Apah = ao,

Alx}c + Agfﬂi ot Akx’g = ag,

tenga solucion tnica. En este caso tiene que ser

xi x% DR I/L‘]{:
x% l‘% DR :I:g

70,
xllg :L'% DR "I/']]:;

que es la condicién de independencia de las sucesiones (xI").
Por lo tanto, el problema de encontrar la sucesién que satisface (4.9) y cuyos k primeros términos son aq,
as, ..., ap pasa por encontrar k sucesiones independientes que cumplan (4.9).
A la vista de que una recurrencia de orden uno es satisfecha por progresiones geométricas, podemos buscar
si existen progresiones geométricas
an = \", (4.10)

que satisfacen (4.9). En este caso se tiene que cumplir
)\n+k = )\n+k—1 4 o An+k—2 4. +Ck )\n
Dividiendo por A", obtenemos una ecuacién polinémica de orden k:

PSS Lk Lt ) (4.11)

Definicién 4.3.- La ecuacidn polinémica anterior (4.11) recibe el nombre de ecuacién caracteristica asociada
a la ecuacion recurrente homogénea (4.9).
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Por lo tanto, para que la progresién geométrica (4.10) sea solucién de (4.9), A tiene que ser solucién
de la ecuacién caracteristica (4.11). De este modo, por cada raiz de (4.11) obtendremos una solucién de
la recurrencia de la forma (4.10). Ademads, no es dificil ver que dos raices distintas dan lugar a soluciones
independientes. En consecuencia se nos pueden presentar las siguientes situaciones:

1. La ecuacién caracteristica (4.11) tiene raices reales y distintas.
2. La ecuacién caracteristica (4.11) tiene raices reales multiples.
3. La ecuacidén caracteristica (4.11) tiene raices complejas distintas.
4. La ecuacién caracteristica (4.11) tiene raices complejas multiples.
A continuacién, explicamos c6mo obtener la solucién general de una recurrencia lineal homogénea (4.9) en

cada una de estas situaciones.

4.3.1. Caso de raices reales distintas

Si la ecuacién caracteristica (4.11) tiene k raices reales distintas, entonces tenemos las k sucesiones inde-
pendientes que necesitamos para encontrar la solucién del problema. En este caso la solucién general de la
recurrencia es de la forma

ap = a1 AT + a2y + - -+ ap Ay,

donde A1, Ao, ..., Ax son las k soluciones diferentes de la ecuacién caracteristica.

Ejemplo 4.4.- Encuentra una expresion para el término general de la sucesién de Fibonacci (ejemplo 4.3):
Foipo=Fyp1+Fy,n>1, Fi=F =1

La ecuacién caracteristica es, en este caso,
A —-A—1=0,

cuyas soluciones son A = (1 4+ /5)/2. Es decir, la solucién de la recurrencia es de la forma

Fn:A<1+*/‘F’)n+B<1_\/5)n.

2 2

Los coeficientes A y B los determinamos a partir de los dos primeros términos de la recurrencia,
Iy = F> = 1. Asi, tenemos las siguientes ecuaciones:

Paran=1:  A(55) 4B (155) 1.
5

Paran=2: A<1+T‘/5>2+B<1_2‘[)2:1.

Operando, las ecuaciones anteriores pueden escribirse como
(A+B)+V5(A-B) =2,
3(A+B)+V5(A—B)=2.

De aqui se deduce que A+B =0y A— B = 2/+/5. Por lo que finalmente A = 1/y/5, B = —1//5,
y la solucién para la sucesiéon de Fibonacci es

() - (=)
=

Esta expresién se conoce como férmula de Binet®. [

F, =

3 Aunque la férmula recibe el nombre de este matemético francés del siglo XIX, parece ser que Leonard Euler (1707-1754) y
Abraham de Moivre (1667-1754) ya la conocian.
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4.3.2. Caso de raices multiples

Esta claro que si todas las raices de la ecuacién caracteristica son reales y distintas es posible encontrar
un conjunto de k sucesiones independientes que nos permiten dar con la solucién de la recurrencia (4.9).
Sin embargo, si alguna de las raices tiene multiplicidad mayor que uno, el total de sucesiones de la forma
(4.10) serd menor que k y necesitaremos encontrar otras sucesiones que nos completen la base para generar
la solucién general.

Supongamos, en primer lugar, que \; es una raiz de multiplicidad 2, es decir (A — \1)? es un factor del
polinomio

LIRS ik N . ke . Cp.-

En este caso, A1 es ademas raiz de la derivada, por lo que se cumple
ENVY (= DN 2 (k= 2N 2 — e — (b — k) = 0.

Multiplicando por A; resulta

EXNE —ci(k— DA — (k=202 — o N — (B — k) =0,
que podemos escribir como
k
EAF = (k—n)cx AT,
n=1

lo que nos dice que nA} también es solucién de la recurrencia.

A esta conclusién también se puede llegar haciendo uso del Teorema 4.1. En efecto, si Ay y A2 son dos
raices distintas de la ecuacién caracteristica, las sucesiones (A7) y (A}) son soluciones de (4.9), pero también
cualquier combinacién lineal de ellas, en particular

" Ay — AT
Ao — A

Si hacemos ahora que Ay se acerque a Ap, tomando limites tenemos que
nAY

es solucion, pero ahora A; es una raiz de multiplicidad 2 de la ecuacién caracteristica.
En general, se puede demostrar que si A\; (o cualquier otra raiz de (4.11)) tiene multiplicidad m, entonces
son solucién de la recurrencia (4.9) las sucesiones de término general

n n 2\n m—1lyn
T, nAY, nfAY, Lo, nTAT

De este modo es posible encontrar el conjunto de k sucesiones independientes que dan lugar a la soluciéon
general de (4.9).

Ejemplo 4.5.- Encuentra el término general de la recurrencia R, +3 = 3Rp+2 — 3Rp+1 + Ry, n > 0, tal que
Ro=1, Ri =2, Ry =4.

Esta recurrencia es la que satisfacen los términos de la sucesién del Ejemplo 4.2, una vez trans-
formada en homogénea.

La ecuacién caracteristica es, en este caso,
M3 430 —1=0,
que tiene una séla raiz triple, A = 1. Por lo tanto son soluciones de la recurrencia
1", nl1", n217",
es decir (1), (n) y (n?). Por tanto

R, = A+ Bn+ Cn?,
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y para que los tres primeros términos de la sucesién sean los dados tiene que cumplirse

Paran=0: A=Ry=1,
Paran=1: A+B+C=R; =2,
Paran=2: A+2B+4C = Ry = 4.

De aqui resulta A =1, B =C = 1/2 y, finalmente,

2
1
Rn:1+n+n :1+M,
2 2
que es la solucién que ya habiamos encontrado. [

4.3.3. Caso de raices complejas distintas

Si la ecuacién caracteristica (4.11) tiene raices complejas conjugadas se puede proceder igual que si fueran
reales, con la Unica particularidad de que ahora los coeficientes que finalmente determinan la recurrencia pue-
den ser también nimeros complejos. No obstante, dado que las sucesiones que vamos a tratar son de nimeros
reales, es preferible evitar la aparicion de niimeros complejos en la expresion explicita de los términos de la
sucesion. Para ello, supongamos que «+ i son dos raices complejas conjugadas de la ecuacion caracteristica.
Si 7y 6 son, respectivamente, el médulo y el argumento (véase la figura 4.3) de un ntiimero complejo a + i3,
entonces

a+if =r(cosf+isenf), a—if=r(cosf—isenb).

o+ i

o 0X

Figura 4.3: Médulo r y argumento 6 de un ntimero complejo « +i03: r = \/a? + 32, 6 = arctg(F/a).

Segun hemos visto, las sucesiones (a +i3)™ son soluciones de (4.9), pero por la férmula de de Moivre se
tiene que
(a £i6)" = r"(cosnb + i sennb)

son soluciones. Aplicando ahora el Teorema 4.1, permitiendo combinaciones lineales complejas, son soluciones
de (4.9) las sucesiones
(r" cosnb), (r" sennd).

Ahora bien, estas dos sucesiones son de términos reales y nos valen para formar la base de sucesiones necesarias
para obtener la solucién general.

Ejemplo 4.6.- Encuentra una férmula para la sucesidn de las cifras decimales de la fraccion 100/27.

Tenemos que 100/27 = 3,703703703703703 . . ., por lo que las cifras decimales de la misma forman
la sucesién

di =7, do=0, d3=3, ds=7,...
y claramente se satisface la recurrencia
dn+3 = dn
La ecuacién caracteristica correspondiente a esta recurrencia es, por lo tanto,

A —1=0,
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cuyas raices son:

1 V3
M=1 d=—x+4i—
1 ) 2 2 +1 2 ) 2
Puesta en forma trigonométrica, Ao se escribe como

\ 2 n 2
— COS — 7 sen —
2 3 3

y segun lo visto, (cos %T”) y (sen %T’T) son parte de la base de sucesiones necesarias para construir

la solucién. De este modo

2 2
d,L:A+Bcos%+Csen%.

Imponiendo que d; = 7, do = 0 y d3 = 3 resulta el sistema de ecuaciones
1 V3
A—sB+%5C=T,
1 V3
A—35B—-%C=0,
A+ B=3.

La solucién de este sistema es A = 10/3, B = —1/3 y C' = 7v/3/3. Por lo tanto, la expresién de

la recurrencia (d,,) es:

d —Eflcos%lrJrlseHQn—7r [ ]
"3 3 3 V3 3

4.3.4. Caso de raices complejas miltiples

Si A = a+1if es una raiz de multiplicidad m de la ecuacién caracteristica, entonces las siguientes sucesiones
son soluciones de la recurrencia (4.9):

A R, nPAn ™I,

) 3 A

Nétese que de igual modo se obtendria una familia de soluciones para la raiz conjugada A\ = o — i3:
AR, R, L, nm T,

Al igual que ocurria en el caso anterior, los coeficientes que determinan la recurrencia podrian ser nimeros
complejos. Si se quiere evitar la aparicion de nimeros complejos en la expresién explicita de los términos de
la sucesion, se deberian combinar dos soluciones complejas y asi, junto con la férmula de de Moivre, obtener
soluciones reales.

Ejemplo 4.7.- Encuentra la solucion de la ecuacion en recurrencias
Un4a + 2ap42 + an = 0.
La ecuacién caracteristica asociada a esta recurrencia es
M2 +1 =\ +1)%

Sus rafces son A =4 y A\ = —i, ambas con multiplicidad dos. Como A" = cos(nm/2) + i sen(nm/2)
y A" = cos(nm/2) — isen(nm/2), a partir de las soluciones complejas

A AN A"
podemos obtener las siguientes soluciones reales:
cos(nm/2), sen(nmn/2), ncos(nmw/2), nsen(nm/2).
Por lo tanto, la solucién general del problema es

an = (A+ Bn) cos(nm/2) + (C + Dn) sen(nm/2). ]
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4.4. Resolucién de recurrencias lineales no homogéneas
Consideremos ahora el caso de una recurrencia lineal no homogénea dada por la ecuacién (4.6)
Untk = C1ntk—1 F C2Gnyr—2 + -+ + ckan + f(n),

donde f(n) es una funcién conocida de n, distinta de la funcién nula, f(n) = 0.
Puede verse que la solucién general de la ecuacién anterior depende de k constantes arbitrarias y su
estructura es de la forma
an = al +a?

n?

siendo a la solucién general de la recurrencia lineal homogénea a la que da lugar la ecuacién anterior (haciendo

f(n) =0) y P, una solucién particular de la misma. Puesto que la resolucién de las recurrencias homogéneas

ya se ha discutido en el apartado anterior, el problema se reduce a encontrar una solucién particular.
Vamos a presentar un método para encontrar una solucién particular en el caso en que f(n) sea de la

forma m
Z pj (n)r}l’
=i

con p;(n) polinomios en n y r; € R. El método se denomina de coeficientes indeterminados y consiste en
buscar una solucién de la forma
m
n
§ qj (TL)T]- )
j=i

donde, en general, los polinomios p; y ¢; son del mismo grado y los coeficientes de los ¢; deben ser determi-
nados. Sin pérdida de generalidad, supondremos que f(n) se compone de un sélo sumando, es decir

f(n) = p(n)r",

donde p(n) es un polinomio de grado conocido. Distinguimos dos situaciones, dependiendo de que r sea
solucién de la ecuacién caracteristica de la recurrencia homogénea o no.

1. Si r no es solucién de la ecuacién caracteristica de la recurrencia homogénea, tomamos como solucién
particular una de la forma
p_
an - Q(n)r 9

siendo g(n) un polinomio del mismo grado que p(n).

2. Si, por el contrario, r es raiz de la ecuacién caracteristica de multiplicidad m, entonces

siendo ¢(n) y p(n) polinomios del mismo grado.

Ejemplo 4.8.- Resuelve la recurrencia correspondiente al problema de las Torres de Hanoi (Ejemplo 4.1).

La ecuacién de esta recurrencia, definida en (4.2), viene dada por T,, = 2T,,_1 + 1, n > 2, junto
con la condicién T; = 1. La solucién general de esta recurrencia se compone de la suma de dos
términos, uno correspondiente a una solucién particular de la misma, y otro correspondiente a la
solucién general de la ecuacién homogénea asociada T, = 2T, 1.

Es facil comprobar que la solucién general de la ecuacién homogénea es
h n
T, = A2".

Por otra parte, por el método de coeficientes indeterminados, la solucién particular debera ser un
polinomio de grado 0, es decir
TP = B,

n

donde B es una constante a determinar para que se satisfaga (4.2). En este caso, debera cumplirse

B=2B+1,
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por lo que B = —1. De este modo, la solucién general de la recurrencia anterior, (4.2), es
T, =T +TP = A2" — 1.
Imponiendo ahora que T = 1 resulta A = 1 y finalmente

T, =2"—1. [

Ejemplo 4.9.- Resuelve la recurrencia correspondiente al problema de encontrar el mdximo nimero de re-
giones en que queda dividido el plano por n rectas (Ejemplo 4.2).

Como se vio, los términos de la recurrencia satisfacen la ecuacién
R,=R,_1+n, n>1, (4.12)

junto con la condicién Ry = 1.

En este caso, la solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente a (4.12) es
R! = A.
Por otra parte, la soluciéon particular debera ser
RP =n(B+ Cn),

ya que f(n) =nl1™y 1 es una raiz de multiplicidad uno de la ecuacién caracteristica. Teniendo

en cuenta que
R, =(n-1)(B+C(n-1))

n

y que RE debe satisfacer (4.12), resulta
n(B+Cn)=mn—-1)(B+C(n-1))+n,
es decir
n(2C—-1)+B—-C =0.

PortantoB:C:%y

p_ nn+1)
R? —

Finalmente tenemos que la solucién general de (4.12) es

1
Rn:RZ+R5=A+@.
Imponiendo que Ry =1, resulta A =1y
1
Rn:1+”(”2+ ) ns0. m

Es importante hacer notar que el procedimiento de resoluciéon es completamente analogo al que se sigue
en las ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes, algo que no es de extranar, ya que las
recurrencias lineales no son méas que su contrapartida discreta. De ahi que la terminologia sea la misma,
habiendo una ecuacién caracteristica para encontrar la base de soluciones de la ecuacién homogénea y un
método de coeficientes indeterminados para encontrar una solucién particular.
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4.5. Ecuacién caracteristica generalizada

Una recurrencia lineal no homogénea puede resolverse, también, asociando a la misma una ecuacién
caracteristica que denominaremos generalizada. Esto puede hacerse siempre que el término no homogéneo

sea de la forma
m

Z pj (n)r;’l’
j=1

es decir, de la forma estudiada previamente.

Definicién 4.4.-Dada la recurrencia lineal no homogénea
Untk = ClAntk—1 F C2anik—2 + *++ + ckan + f(n),

donde f(n) = >_"", pj(n)r} ypj(n) es un polinomio en n de grado g;, decimos que la ecuacién caracteristica
generalizada de la recurrencia es

(A — e X7 ) H (A =79t =0.
j=1

Es importante hacer notar que esta ecuacién se obtiene a partir de la ecuaciéon caracteristica de la recu-
rrencia lineal homogénea multiplicando por factores de la forma (X — ;). De esta forma podemos considerar
la ecuacién caracteristica generalizada como la correspondiente a una recurrencia lineal homogénea, sélo que
ahora el grado se ha incrementado de k a k + Z;nzl(gj + 1). De hecho, se puede probar que esta ecuacién
corresponde a la de la recurrencia lineal homogénea que resulta al eliminar f(n) mediante manipulaciones
convenientes, como ya se hizo para el caso de los Ejemplos 4.1 y 4.2.

Sean A1, Mg, ..., As las raices de la ecuacion caracteristica generalizada con multiplicidades a1, as, ...,
a5 respectivamente. Entonces la solucion de la recurrencia se expresa de la forma

=1

donde g;(n) es un polinomio en n de grado o; — 1. Los coeficientes de estos polinomios se determinan una
vez se conocen los k + Z]m:l(gj + 1) primeros términos de la recurrencia.

Notese que, como la recurrencia original es de orden k, basta con conocer los k primeros términos de la
misma. Los términos extra que se necesitan, debido a la ecuacién caracteristica generalizada, pueden obtenerse
a partir de la propia férmula de recurrencia.

Ejemplo 4.10.- Resuelve la recurrencia correspondiente al problema de las torres de Hanoi (ejemplo 4.1).

Se trata de la recurrencia T, = 2T;,_1 + 1, ya definida en (4.2), y a la que le corresponde la
ecuacion caracteristica generalizada

A=2)(A—1).
El factor (A —2) corresponde a la parte homogénea de la ecuacién recurrente, mientras que el otro
factor proviene de la parte no homogénea, que es de la forma

p(n)1",
siendo, en este caso, p(n) un polinomio de grado cero.
Asi, la solucion se escribe como
T,=A2"+B1" = A2" + B.

Teniendo en cuenta que Ty = 1 y To = 3, las constantes A y B, se obtienen del sistema de
ecuaciones

' =2A+B=1, T, =4A+ B =3,
cuya solucién nos da A =1, B = —1. Es decir
T, =2" -1,

que es la solucién que ya hemos obtenido por otros procedimientos. [
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4.6. Funciones generadoras y recurrencias lineales

Las funciones generadoras pueden usarse también para encontrar una férmula explicita que nos dé el
término general de una recurrencia lineal. Asi, si (a,,) son los términos de la recurrencia, buscamos la funcién
generadora

(oo}
F(x) = Z anx”.
n=1

La expresion de F'(z) podra determinarse gracias a la relaciéon de recurrencia, lo que dard lugar a una férmula
para el célculo de los términos a,, de la sucesién.

Veamos esto con dos ejemplos correspondientes a la sucesion de Fibonacci (Ejemplo 4.3) y al problema
de las Torres de Hanoi (Ejemplo 4.1).

Ejemplo 4.11.- Encuentra la funcidn generadora para la sucesion de Fibonacci (Ejemplo 4.83) y da el término
general de la misma.

La relacion de recurrencia que verifica la sucesiéon de Fibonacci es
Fn: n—1+Fn—2>n233 F1:F2:1~

Si F(z) =% 7, F,x" es la funcién generadora de la sucesién, tendremos que

o0 o0
F(z) = Z F,z" = Fix + Fox® + Z (Fr—1+ Fr_2)z",
n=1 n=3
donde hemos aplicado la relaciéon de recurrencia para n > 3.
Renombrando los indices en el sumatorio, dividiéndolo en dos y teniendo en cuenta que F; =
Fy =1, resulta
oo o0
F(z) =z + 2° 4 2* Z F,a" —|—xz F,a".
n=1 n=2

Por tanto tenemos la siguiente ecuacién en F(x)
F(z) =z +2° + 2*F(2) + 2(F(z) — z),

de donde resulta "

F(z):71—x—:v2'

Descomponiendo F'(x) en fracciones simples se obtiene

1 1 1]
F(x)\/gll—l'g‘/gxl—l_‘/gx )

por lo que resulta facil obtener F,, mediante la suma de dos series geométricas. Asi, se tiene

F B 1 1 + \/g n 1 \/5 n
n — \/5 2 2 b
que es la expresién que ya habiamos obtenido anteriormente. [

En el ejemplo anterior se ha resuelto una recurrencia lineal homogénea, pero el método también es aplicable
para recurrencias no homogéneas.
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Ejemplo 4.12.- Determina la funcion generdora de la recurrencia asociada al problema de las torres de
Hanoi (Ejemplo 4.1) y encuentra una expresion para los términos de la misma.

La recurrencia del problema de las torres de Hanoi viene dada por
T,=2T, 1+1,n>2 T =1.

Si F(z) =% 77, Tha" es la funcién generadora de la sucesién T}, entonces, aplicando la relacién
de recurrencia, resulta

F(z) =Y Tpa"=Tiz+ Y (2T, 1+ 1)z".
n=1

n=2
Renombrando los indices y teniendo en cuenta que 77 = 1 se tiene
o0 o0
Flz)=x+2z Z Tox™ + Z a”.
n=1 n=2

Puesto que el tltimo sumatorio corresponde a la serie geométrica a la que le faltan los dos primeros
sumandos, se obtiene para F(x) la siguiente ecuacién

F(m):x+2xF(:1c)+<1 ! —1—x>.

-
Finalmente,
1 1
F(z) = - - - :
1-2)(1—-22) 1-2z 1-—=x
que es la resta de dos series geométricas. Por tanto T,, = 2™ — 1. [

Como se ve, las funciones generadoras tienen méas aplicaciones que las presentadas en el capitulo anterior
y pueden usarse para resolver recurrencias lineales u otras recurrencias mas complejas donde los términos
se relacionan de forma no lineal [25]. También pueden usarse funciones generadoras de varias variables para
resolver otro tipo de problemas, como algunos de tipo combinatorio que aparecen en ajedrez [3].

4.7. Problemas resueltos

1. Se quiere recubrir un rectangulo de tamafio 2 x n con baldosas de tamafios 2 x 2 y 2 x 1. Encuentra
una relacién de recurrencia para calcular a,,, el numero total de recubrimientos diferentes que pueden
hacerse.

Solucién. La forma en que se puede encontrar la recurrencia es preguntandose como es
posible conseguir un recubrimiento de 2 X n a partir de otros mas pequenos. Esto se ve bien
en la figura 4.4, donde se observa que, si ya tenemos recubierto 2 x (n — 1), anadiendo una
baldosa 2 x 1 recubrimos 2 x n. Andlogamente, si tenemos recubierto 2 x (n — 2), anadiendo
dos baldosas 2 x 1 horizontalmente o una baldosa 2 x 2 recubrimos 2 x n.

]

+1=n

+2=n

+2=n

Figura 4.4: Esquema de la recurrencia.
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De esta forma, la recurrencia sera
Qp = Qp—1 + 2an—2-

Puesto que la recurrencia es de segundo orden, es necesario conocer los dos primeros términos
de la misma. Asi, a; = 1, que es el total de formas en que puede recubrirse un rectangulo
2 x 1. Del mismo modo, as = 3, (dos baldosas 2 x 1 en horizontal o en vertical o una baldosa
2 x 2).

Si ahora queremos resolver la recurrencia para encontrar el término general de la misma,
buscamos la ecuacién caracteristica, que en este caso es A2 — XA —2 = 0. Las raices de la misma
son \; = 2y Ay = —1. Por tanto

an = A2" + B(~1)",

con a; = 1, ag = 3. Para obtener A y B debemos resolver el sistema

2A-B=1 2 1
4A+B:3}:>A3’ B=3
y finalmente a,, = (2"* + (-=1)") /3. "

2. Encuentra una recurrencia para determinar el total de secuencias formadas con 1, 2 y 3 de forma que
detras de un ntimero no puede haber otro mayor. Resuelve la ecuacién recurrente encontrada

Solucién. Consideremos tres tipos diferentes de secuencias:
= 1,, secuencias de longitud n que cumplen la propiedad de que detras de un niimero no
puede haber otro mayor y que acaban en 1.
= 2., lo mismo que la anterior pero acabada en 2.
= 3,, lo mismo, pero acabada en 3.

Es claro que el total de secuencias a,, que satisfacen la propiedad es igual a 1,, + 2,, + 3.

Supongamos que tenemos construidas todas las secuencias hasta longitud n y queremos cons-
truir las de longitud n + 1. Esto puede hacerse sin més que escribir detréas del 1iltimo ntimero
otro, siempre que esto sea posible. De este modo se tiene

1n+1 - 111 + 2n + 3na
2n+1 - 2n + 3717
3n+1 = 3n

Esto puede interpretarse como que detras de una secuencia que acaba en 3 y de longitud n
podemos poner cualquier ntimero (1, 2 6 3) y obtenemos 3 secuencias diferentes de longitud
n + 1, una acabada en 1, otra en 2 y otra en 3. Si la secuencia acaba en 2, sélo podemos
anadir un 1 o un 2, generandose dos secuencias nuevas de longitud n + 1 acabadas una en 1
y otra en 2. Finalmente, si la secuencia acaba en 1, sélo podemos poner al final otro 1, con
lo que generamos una Unica secuencia de longitud n + 1 acabada en 1.

Sumando las relaciones anteriores se obtiene
n+1 =lpt1+ 241 +3p41=1,+2-2,+3-3,=3a, —2-1, —2,.

Puesto que lo que nos interesa es una recurrencia con a,, debemos eliminar los término en
1, v 2,. Esto puede hacerse de varias formas. Aqui proponemos una de ellas. Nétese que

]-n+1 =1,+2,+3,= G,

por lo que resulta obvio cémo transformar el término en 1,,. Restemos ahora las recurrencias
para 1,41 ¥ 2,41 y obtenemos

1n+1 - 2n+1 =1l,=a,-1 = 2n+1 =ap — A1 = 2, = Ap_1 — Gp_2.
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Sustituyendo todo esto en la recurrencia para a,; se obtiene
Unt1 = 3an = 2an—1 — Gp—1 + Ap—2 = 30y — 3ap_1 + an—2,

que es la recurrencia pedida, que como se ve es de orden 3. Para completarla, es preciso dar
los tres primeros valores de la misma. En este sentido tenemos

= a7 = 3, ya que hay tres posibles secuencias de longitud uno que cumplen la propiedad:
(1, 2, 3).

= az = 6, ya que ahora hay seis posibles secuencias de longitud dos: (11, 21, 22, 31, 32, 33)

= a3 = 10 ya que las posibles secuencias de longitud 3 son (111, 211, 221, 222, 311, 321,
322, 331, 332, 333).

Para resolver la recurrencia planteamos la ecuacién caracteristica, que resulta de sustituir a,,
por A" y simplificar. Para este caso se tiene

AL = 3Am ATl L A2 —= A3 302 430 —1=0.

Esta ecuacién tiene a 1 como unica soluciéon con multiplicidad 3. Asi, resulta para a, la
expresion
ap=A-1"+Bn-1"4+Cn?-1" = A+ Bn + Cn>.

Las constantes A, B y C se obtienen a partir de los valores iniciales de la recurrencia. Por
simplificar, calculamos el valor de ag que en este caso, aplicando la férmula de la recurrencia,
resulta ser 1. De este modo se tiene

n=>0 ag=A+B-0+C-0°=1=A4
n=1 a1 =A+B-1+C-1°=—=3=A+B+C
n=2 a,=A+B-24+C-22=6=A+2B+4C.

Resolviendo el sistema se llega a que A =1, B=3/2y C =1/2, por lo que

3 1 5
ap =14+ =-n+=-n". [ |
n + 5 + 5
3. Encuentra una férmula de recurrencia para determinar el total de secuencias de n digitos, formadas
con las cifras 2, 3, 4 y 5, de forma que el producto de dos elementos consecutivos de la secuencia no sea
mayor o igual que 17.

Solucién. Sea a,, el total de sucesiones de n digitos que cumplen la condicién del problema.
Ahora, dividimos estas sucesiones en cuatro tipos:

- 2, que son las sucesiones de n digitos acabadas en 2 que cumplen la condiciéon del pro-
blema.

- 3, que son las sucesiones de n digitos acabadas en 3 que cumplen la condicién del pro-
blema.

- 4,, que son las sucesiones de n digitos acabadas en 4 que cumplen la condiciéon del pro-
blema.

- 5, que son las sucesiones de n digitos acabadas en 5 que cumplen la condicién del pro-
blema.

De esta forma se tiene
Qp = 2p + 3p + 4, + 5. (4.13)

Por otra parte, determinemos recurrencias para cada una de las sucesiones en que queda
dividida a,,. Asi resulta
2n+1 =2, +3, +4, + Ons

ya que si anadimos un 2 a cualquier sucesién de n digitos acabada en 2, 3, 4 6 5 obtenemos
una sucesién de n + 1 digitos acabada en 2 y que no tiene dos consecutivos cuyo producto
sea mayor o igual que 17. Anédlogamente

3n+1 =2,+3,+4, + 5na
4n+1 = 2n + 3n + 4n7
5n+1 = 2n + 3na
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yva que detras de un 4 no puede haber un 5, lo mismo que detras de un 5 no puede haber ni
un 4 ni un 5.

Teniendo en cuenta (4.13) podemos escribir
2n+1 = Qp,

3n+1 = Qnp,
dnr = 20,1 + 4y, (4.14)

5n-‘,—l =20yp_1.
Si sumamos las cuatro ecuaciones anteriores
Unt1 = 20y + 4ap—1 +4y.
Si tomamos el siguiente término de la sucesién
Ap42 = 2an+1 + 4ay, + 47L+1

y restamos, resulta
Ap+2 = 3an+1 + Qan - 4an,1 + 4n+1 - 411 (415)

Considerando ahora la tercera ecuacién de (4.14) tenemos
dpt1 —4p =2ap_1.
Sustituyendo en (4.15) se llega a la siguiente ecuacién para la recurrencia
Upt2 = 3Ap4+1 + 20, — 20,1,

que da lugar a la ecuacién caracteristica

A =3\ —2)2+2=0,
cuyas soluciones son A = —1,2 & /2. Por tanto

an = A(=1)" + B(2+V2)" + C(2 — V2)".

Para determinar A, B y C es preciso dar los tres primeros términos de la recurrencia. Para

ello basta listar todas las posibles secuencias con uno, dos y tres digitos cumpliendo las
condiciones del problema. Estas secuencias se muestran en la tabla anterior.

n secuencias ap,

22 23 24 25 32 33 34
35 42 43 44 52 53

222 223 224 225 232 233 234 235

242 243 244 252 253 322 323 324

325 332 333 334 335 342 343 344

352 353 422 423 424 425 432 433

434 435 442 443 444 522 523 524
525 532 533 534 535

93

Tabla 4.1: Secuencias de uno, dos y tres digitos que cumplen las condiciones del tercer problema resuelto.
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Por lo tanto, se tiene que a; = 4, as = 13 y az = 45 y por la ecuaciéon de la recurrencia
ap = 1. Finalmente, obtenemos A, B y C del sistema de ecuaciones

n=1 4=-A+B2+V2)+C(2-V2),
n=2 13=A+B(2+V2)?+C12-2)?

de donde resulta

A=—-1/7, B=(21V/2-4)/28 yC = (18 —11v2)/28. .

Problemas propuestos

Encuentra el término general de las siguientes sucesiones definidas de forma recurrente:

a) ag=1; a1 =1; apt2—4apt1 +4a, =0, n>0.

b) ag=a1=1; ap=a,-2, n>2

c) ag=a1=1; ap=3a,_1+4a,_2, n>2.

d)ag=ar=1 az=2 ay=3a,-1 302+ 3 n>3

Transforma la siguiente sucesion recurrente no homogénea en otra homogénea
go=91=1  Gn=0gn-1+2¢n2+(-1)", paran>2
y determina el término general de la misma.

Encuentra una relaciéon de recurrencia para el nimero de formas en que pueden aparcarse coches de 3
tipos en n huecos, si los coches de los dos primeros tipos ocupan 2 huecos y los del tercer tipo uno.

Encuentra una relacién de recurrencia para el nimero de formas en que puede subirse una escalera de
n peldanos si pueden darse pasos de 1, 2 6 3 peldanos.

Se quiere formar una pila con n discos de colores rojo, blanco y azul de forma que no haya 2 discos
rojos consecutivos. Encuentra una relacién de recurrencia para calcular a,, el nimero total de pilas
diferentes que pueden hacerse y resuélvela.

Dentro de un reactor nuclear hay dos tipos de particulas, a y 8. En cada segundo una particula « se
divide en tres particulas 3, y una particula 3 se divide en una « y dos (. Si sélo hay una particula «
en el reactor cuando ¢t = 0, encuentra una relacién de recurrencia para calcular a,, y 3,, el nimero de
particulas de cada tipo para t = n y resuelve las recurrencias.

Encuentra una férmula de recurrencia para determinar el total de secuencias de n digitos, formadas con
las cifras 0, 1 y 2, que contengan el patron 12 una séla vez y justo al final de la secuencia.

Se quiere formar una pila con n discos de colores rojo, blanco, verde y azul de forma que no haya un
disco rojo y otro blanco consecutivos. Encuentra una relaciéon de recurrencia para calcular a,,, el nimero
total de pilas diferentes que pueden hacerse.

Encuentra una férmula de recurrencia para determinar el total de secuencias de n digitos, formadas
con las cifras 0, 1, 2 y 3, de forma que el producto de dos elementos consecutivos de la secuencia no sea
mayor o igual que 4.

Encuentra una recurrencia para determinar a,, el total de secuencias de longitud n formadas con 0, 1
y 2, de forma que dos nimeros consecutivos se diferencien, a lo sumo, en uno.

Encuentra una recurrencia para determinar a,, el total de secuencias de longitud n formadas con 0 y
1, de forma que no aparezca el patrén 100.

Encuentra, sin resolver, una recurrencia que determine a.,, el total de secuencias de longitud n formadas
con 1, 2 y 3, de forma que no aparezca el patréon 123.
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Encuentra una recurrencia para determinar a,, el total de secuencias de longitud n formadas con 0, 1,
2 y 3 de forma que la diferencia, en valor absoluto, entre dos niimeros consecutivos de la secuencia sea
menor que 2.

Encuentra una recurrencia para determinar a,, el total de secuencias de longitud n formadas con 0, 1,
2 y 3 de forma que detras de un 0 6 un 1 no pueda haber un 3.

Encuentra una recurrencia para determinar el total de secuencias formadas con 1, 2, 3, 4, 5, 6 de forma
que no contenga dos unos consecutivos.

Se tiene un conjunto de k£ simbolos. Encuentra una recurrencia para determinar el total de secuencias
formadas con dichos simbolos de forma que el primer simbolo no aparezca dos veces seguidas. ;Y si
ningun simbolo puede estar dos veces seguidas?

Se tienen dos conjuntos de simbolos: A con k elementos y B con j elementos. Encuentra una recurrencia
para determinar el total de secuencias formadas con dichos simbolos de forma que no haya dos simbolos
consecutivos del conjunto B.

Se tienen dos conjuntos de simbolos: A con k elementos y B con j elementos. Encuentra una recurrencia
para determinar el total de secuencias formadas con dichos simbolos de forma que no haya dos simbolos
consecutivos ni del conjunto A ni del conjunto B.

Encuentra una férmula de recurrencia para determinar el total de secuencias de n digitos, formadas con
las cifras 1, 2, 3 y 4, de manera que no haya un 2 a la derecha de un 1 (no importa si hay otras cifras
intermedias).

Tenemos un rectangulo de dimensién 2 X n que queremos recubrir con baldosas de la forma

[]

Encuentra una relacién de recurrencia que determine el total de maneras distintas en que esto puede
hacerse.

Encuentra una relacién de recurrencia que determine el total de maneras en que puede embaldosarse
un rectangulo de tamano 2 x n con baldosas 1 x 1 y baldosas 2 x 1.

Encuentra una relacién de recurrencia que determine el total de maneras en que puede rellenarse una
caja de dimensiones 2 X 2 X n con ladrillos 1 x 1 x 2.
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Capitulo 5

Introduccién a la teoria de grafos

5.1. Introducciéon

La teoria de grafos es un campo de las matemadticas cuyo desarrollo ha estado motivado por sus apli-
caciones. En sus origenes se utilizé para la resolucién de juegos matematicos y para el estudio de circuitos
eléctricos. No obstante, la teoria de grafos puede usarse para analizar cualquier situacién en la que intervenga
un conjunto de elementos en el que varios pares de ellos estén relacionados seglin una misma propiedad, como
puede ser un circuito eléctrico, una red de carreteras, una red de comunicaciones, etc.

El origen de la teoria de grafos tiene una clara referencia histérica en el problema de los puentes de
Konigsberg, resuelto de una manera muy elegante por el matematico suizo Leonhard Euler en 1736.

Konigsberg

Figura 5.1: Los 7 puentes de Konigsberg.

Ejemplo 5.1.- La antigua ciudad de Kénigsberg en la Prusia Oriental (actual Kalingrado, en Rusia) estaba
situada a orillas del rio Pregel (véase la figura 5.1). Parte de la ciudad se encontraba en dos islas que estaban
conectadas entre ellas y a las orillas del rio por siete puentes. Los habitantes de la ciudad acostumbraban
a pasear por la ciudad cruzando los puentes. Algunos de ellos estaban preocupados por el hecho de que no
conseguian encontrar un recorrido que atravesara los siete puentes una sola vez. Para su suerte, este problema
atrajo la atencion de Leonhard Euler quien redujo el problema a un estudio de grafos, donde los vértices son
las porciones de tierra y las aristas son los puentes. ;Puede encontrar el lector la solucion?

Aunque, en un principio, la teoria de grafos parecia de poca relevancia, puesto que los problemas que
trataba podian verse como pasatiempos, sus aplicaciones en campos diversos han motivado su desarrollo y su
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justificacién teérica. En este capitulo presentamos las nociones basicas para entender lo que es un grafo, sus
propiedades méas elementales y algunas de sus aplicaciones. No obstante, para ampliar la informacién sobre
las aplicaciones de los grafos y su presencia en problemas de la vida real, se pueden consultar, entre otros,
los textos [5] y [21]. En este texto se presentan los grafos a un nivel introductorio. Para un anélisis en mayor

profundidad de los grafos en general existen numerosas publicaciones especializadas, como por ejemplo [2] o
[14].

5.2. Definicién y representacion de grafos

Definicién 5.1.- Un grafo G = (V, E) consiste en un conjunto finito V', cuyos elementos reciben el nombre
de vértices, y un conjunto E de pares de elementos de V', cuyos elementos se conocen como aristas. Si {u, v}
es una arista de G, se dice que los vértices u y v son adyacentes y llamaremos a v y v extremos de la arista.

Existen algunas variaciones de la idea de grafo (véase la figura 5.2), como las siguientes:
= Multigrafos, grafos con, posiblemente, varias aristas entre dos vértices.
m Pseudografos, grafos en donde se permiten aristas cuyos extremos coinciden (lazos).

m Digrafos o grafos dirigidos, grafos en los que se asigna un orden a los extremos de cada arista. En este
caso, las aristas dirigidas se denotan de la forma (a,b) y se ha de entender que el orden es importante
((a,b) # (b,a)). En el caso de una arista dirigida (a,b), al vértice a se le llama origen o fuente de la
arista y al vértice b se le llama término o vértice terminal de la arista.

Nos referiremos a un grafo simple cuando se trate de un grafo no dirigido que ademas no es multigrafo ni
psedografo. En este texto nos dedicaremos fundamentalmente al estudio de los grafos simples, aunque muchos
resultados puedan ser extendidos a multigrafos, pseudografos y digrafos.

>

Figura 5.2: Ejemplos de un grafo simple, de un pseudografo, de un multigrafo y de un grafo dirigido.

Definicién 5.2.- El grado de un vértice v, que denotaremos por §(v), de un grafo G = (V,E) es el nimero
de aristas de G que confluyen en v. En el caso de los pseudografos, cada lazo contribuye dos veces al grado
del vértice correspondiente. Ademds, diremos que un grafo G = (V,E), con |V| = n, es regular (de grado r)
sid(z) =d(y) =r < n para todo z,y € V.
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Los grafos admiten una representacién grafica (de ahi su nombre). Los vértices se representan por puntos
y las aristas por lineas que conectan pares de vértices. Esta representaciéon es de gran ayuda para estudiar
propiedades de grafos no demasiado grandes. Ademas, el caracter intuitivo de estas representaciones sirve para
formular y entender argumentos abstractos. Asi, por ejemplo, se utilizan para estudiar redes de ordenadores,
para saber si un circuito se puede implementar sobre un tablero plano, para distinguir compuestos quimicos
con la misma férmula molecular, para encontrar el camino mas corto en una red de transporte, etc.

Ejemplo 5.2.- Cinco ciudades a, b, ¢, d y e estdn unidas por lineas ferroviarias de todas las formas posibles.
El mapa de estas rutas es un grafo con cinco vértices (las ciudades) y diez aristas (las lineas de tren). Su
representacion grafica puede verse en el grafo Ks de la figura 5.3.

Existen algunos tipos de grafos que, por su utilidad o caracteristicas especiales, reciben nombres especiales.
Veamos algunos de ellos.

Definicién 5.3.- Un grafo en el que cada uno de sus vértices estd unido con los demds vértices se llama
grafo completo (véase la figura 5.3). Se denota K,, al grafo completo con n vértices. Es sencillo comprobar
que el nimero de aristas de K, es C(n,2) =n(n—1)/2.

¢}
o
o
o
o

Figura 5.3: Grafos completos K3, K4y vy Ks.

Otro tipo importante de grafos son los denominados grafos bipartidos.

Definicién 5.4.- Un grafo G = (V, E) se denomina bipartido si V.=V, UV con Vi NVa =0 y cada arista
de G es de la forma {x,y} con x € Vi ey € Va. Si cada vértice de Vi estd unido con todo vértice de Vs
y viceversa, se tiene un grafo bipartido completo; si [Vi| = m y |Va| = n, el grafo se denota por K, ..
Evidentemente, Ky, = Kpm.

Ejemplo 5.3.- En una competicion deportiva, los miembros de un equipo, A, B, C y D, se enfrentan a los
miembros de otro equipo, W, X, Y y Z. Los miembros de un mismo equipo no se enfrentan entre si. La
representacion grdfica de los partidos entre ambos equipos forma un grafo bipartido Ky 4 (véase la figura 5.4).

Definicién 5.5.- Silos vértices de un grafo son V. = {v1,...,v,} y las aristas son E = {{v1,v2},{va,v3},...,{vn_1,0n}, {1
al grafo correspondiente se le llama ciclo de n vértices y se le denota por C,, (véase la figura 5.5).

Definicién 5.6.- La rueda W,, se obtiene anadiendo un vértice adicional a un ciclo y uniendo dicho vértice
con los del ciclo mediante las correspondientes n aristas (véase la figura 5.5).

Definicién 5.7.- FEl k-cubo Qy es el grafo que tiene por vértices las palabras de longitud k en el alfabeto
{0,1} y cuyas aristas unen las palabras que difieren en una posicion exactamente (véase la figura 5.6).
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A B C D

Figura 5.4: Ejemplo de un grafo bipartido completo K4 4.

a a b a
e b
c 1') C d C
a a b a
e b
e
c b d c d C

Figura 5.5: Ciclos C3, Cy y C5 y las correspondientes ruedas W3, Wy y Wi.
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100 101
00 01 000 001

110 111
10 11 010 011

Figura 5.6: El 2-cubo Q2 y el 3-cubo Qs.
Por otra parte, un grafo puede ser representado en forma matricial, atendiendo a los adyacentes de cada
uno de los vértices.

Definicién 5.8.- Dado un grafo G = (V,E) con V = {v1,va,...,0,}, se denomina matriz de adyacencia a
la matriz M = (m;;) de orden p X p verificando

m;; = 1 {vi,vj} €F,
mij =0 {vi,v;} ¢ E.

Por ejemplo, las matrices de adyacencia del grafo completo K5 y del grafo bipartido K4 4 son:

>
I
e e =)
— = O
— = O = =
— O
O~ = R =
=
'y
|
i o i e B e B e B an}
R R, RO 00
i o i en B en R an R @)
i = i e B e B e B an}

OO OO = ==
OO OO ==
OO OO = =
OO OO ==

Obsérvese que la matriz de adyacencia de un grafo simple es simétrica (m;; = m;; para todo i, j) y
ademas los elementos de la diagonal principal son cero, a;; = 0 para todo .

También se puede definir la matriz de adyacencia para pseudografos (aparece un 1 en la posicién a;; si en
el vértice v; hay un lazo), multigrafos (indicando en la posicién a,; el nimero de aristas que unen los vértices
v; y v;) y grafos dirigidos (en este caso, la matriz puede dejar de ser simétrica).

Finalizamos esta seccién con algunos resultados generales sobre grafos. El primero de ellos relaciona los
grados de los vértices con el nimero de aristas y constituye una aplicacién de los principios basicos de conteo.

Teorema 5.1.- La suma de los grados §(v) para todos los vértices v de un grafo G = (V, E) es igual al doble
del niumero de aristas:
> dv) =2|E|.
veV
Demostracion. Como d(v;) es el nimero de aristas que tienen al vértice v; por extremo, en
>~ 6(v) = 6(vr) + 6(v2) + -+ + 5(v,)
veV

estamos contando todas las aristas del grafo, pero dos veces, ya que toda arista tiene dos vértices
en los extremos. Por ejemplo, la arista {v;,v;} estd contada dos veces, una en §(v;) y otra en
d(v;). Por lo tanto, >, oy 6(v) = 2| E]. ]
Como caso particular, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 5.2.- Si G es un grafo reqular de grado k, se tiene que k|V| = 2|E)|.
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Otro corolario 1til del teorema anterior es el siguiente.

Corolario 5.3.- (Lema del apretén de manos) Llamemos impar a un vértice de G si su grado es impar
y par en caso contrario. Entonces, el numero de vértices impares es par.

Este resultado asegura que en cualquier grupo de gente, el niimero de personas que dan la mano a un
nimero impar de ellas es par.

Ejemplo 5.4.- En una fiesta hay 35 invitados. Cada uno de ellos estrecha la mano de los invitados que
conoce. Entonces siempre hay al menos un invitado que da una cantidad par de apretones de mano.

Podemos representar esta situacién mediante un grafo en el que los vértices son los invitados y
las aristas son los apretones de mano entre vértices que se conocen. El grado de cada vértice es el
nimero de apretones de mano que da cada invitado. Si todos los invitados diesen un nimero impar
de apretones, la suma total seria impar, lo que contradice el teorema anterior. En consecuencia,
debe haber al menos un invitado que da un ntimero par de apretones de mano.

Obsérvese que hemos probado el resultado con independencia del niimero de invitados, siempre y
cuando éste sea impar. [

5.3. Isomorfismo de grafos

Tanto la representaciéon grafica, como la representacién matricial no son dnicas para un mismo grafo
(basta dar una ordenacién distinta de los vértices).

Ejemplo 5.5.- Consideremos los grafos representados en la figura 5.7. Aparentemente, son distintos.

A a b

D C d c
Figura 5.7: Dos grafos isomorfos.

Sin embargo, si nos fijamos con un poco mds de detalle, el primero de ellos representa al grafo G = (V, E),
donde V.={A,B,C,D} y

E= {{Aa B}v {Av 0}7 {Aa D}a {Ba 0}7 {B7 D}a {07 D}}
El sequndo representa al grafo G = (V',E’), donde V' = {a,b,c,d} y
E = {{av b}v {av C}v {aa d}’ {b’ C}a {ba d}a {Ca d}}

Luego ambos representan a un grafo donde cada uno de los vértices estd unido con todos los demds, es decir,
son representaciones distintas del mismo grafo, con los vértices cambiados.

Por tanto, es evidente que lo importante de un grafo no es su representacion grafica. La propiedad
caracteristica de un grafo es la manera en que los vértices estdn unidos por las aristas. Esto motiva la
siguiente definicién.

Definicién 5.9.- Dos grafos G1 = (V1, E1) y Go = (Va, Es) son isomorfos si existe una aplicacion biyectiva «
entre V1 y Va tal que {z,y} € E1 siy sdlo si {a(x),a(y)} € Ea. A la biyeccion o se le denomina isomorfismo.
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Asi, en el ejemplo 5.5, la biyeccién entre los vértices es clara: a(4) = a, a(B) =b, a(C) =cy a(D) = d.
En general, para que dos grafos sean isomorfos es evidente que tienen que tener el mismo nimero de vértices y
de aristas. Sin embargo, esto no es suficiente para que dos grafos sean isomorfos. Ademads, deben conservarse
otras propiedades del grafo, algunas de las cuales se introducen en las siguientes definiciones.

Definicién 5.10.- Un subgrafo es un grafo formado por un subconjunto de vértices y aristas de un grafo
G=(V,E).

Definicién 5.11.- Dado un grafo G = (V, E), su complementario es otro grafo G(V, E) con el mismo conjunto
de vértices pero tal que {x,y} € E si, y sdlo si, {z,y} ¢ E.

Las siguientes propiedades de los grafos se conservan con el isomorfismo. El hecho de que se cumplan
no garantiza que dos grafos sean isomorfos. Ahora bien, si no se cumplen, podemos asegurar que los grafos
correspondientes no son isomorfos.

1. El grado de un vértice es una propiedad que se conserva con el isomorfismo, es decir, si un grafo tiene 2
vértices de grado 3 y 4 vértices de grado 2, un grafo isomorfo con él tendra también 2 vértices de grado
3 y 4 vértices de grado 2.

2. Si dos grafos son isomorfos, también lo son los correspondientes subgrafos. Por ejemplo, si el grafo
G; contiene un subgrafo completo de orden 3 (K3), y G2 es isomorfo a G1, entonces G contiene un
subgrafo K.

3. Dos grafos G; y G2 son isomorfos si, y sélo si, sus complementarios son isomorfos.

El concepto de isomorfismo de grafos puede formularse también de una manera algebraica, en términos
de sus matrices de adyacencia y de las denominadas matrices de permutacién.

Definicién 5.12.- Una matriz de permutacién es una matriz cuadrada formada por ceros y unos de modo
que solo hay un 1 en cada fila y columna.

Por ejemplo, las siguientes matrices son de permutacion:

0
, 0
1

OO =
o = O
— O O
o O =
o = O

Cada matriz de este tipo esta asociada a una permutacién de n elementos. Cuando se multiplica una matriz
cuadrada A cualquiera por una matriz de permutacién, el resultado es una nueva matriz con las filas o las
columnas de A permutadas, segin se multiplique por la derecha o por la izquierda.

Teorema 5.4.- Sean G1 y G2 dos grafos tales que sus correspondientes matrices de adyacencia son My y
M. Entonces Gy y Go son isomorfos si y sélo si existe una matriz de permutacion P tal que My = P~ M, P.

Ejemplo 5.6.- Los grafos del ejemplo 5.5 tienen ambos la misma matriz de adyacencia:

= = = O
—__= O =
